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lieber die Steinersche Fl&che. 

(Von Herrn Ä. Clebsch in Giessen.) 



§. 1. Darstellung der Punkte der Stemenchen Fläche durch Parameter. 

Uie nach Steiner benannte Flfiche vierter Ordnung hat die Anfmerk-* 
samkeit der Geometer in hohem Grade auf sich gezogen, seit Herr Kum$ner 
in den Berl. Monatsber. ihre ersten Eigenschaften anseinandergesetst und die 
Herren Cremona nnd Schröter eine grosse Reihe weiterer Eigenschaften der- 
selben aufgedeckt haben. 

Die Theorie der auf einer Ebene einfach abbiidbaren Flfichen, welche 
ich an einem anderen Orte geben werde, nnd Ton der ich bezflglich der 
Fliehen dritter Ordnung ein Beispiel gegeben habe, verleiht dieser Fläche in 
sofern ein besonderes Interesse, als die Coordinaten eines Punktes derselben 
sich nach Herrn Weierslrass durch aUgememe homogene Functionen zweiten 
Grades von drei Parametern darstellen, und also die erste Classe der ein- 
deutig abbildbaren Flächen bilden. 

Eine solche Abbildung ergiebt sich aus der von Herrn Kummer ge- 
gebenen Gleichungsform 

sofort; denn setzt man 
so findet sich 

und man kann also setzen: 

)P^3 = 2fl&^9 

QX, = IJg+gg+gg. 

Auf diese Weise sind allerdings die Coordinaten eines Punktes der Fläche 
durch Parameter dargestellt; aber die Formeln vereinfachen sich wesentlich, 
wenn man die Substitutionen 

(2.) 12^3 = ^19 ^3^1 =»^2» ilil^Vs 

Jonmal für llatheiiutik Bd. LXVII. Heft 1. 1 
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einfahrt) wodnroh unsere Formeln sich in 

(o.) < _ 

verwandeln. 

Die Formeln (1.) liefern einfach die von dem dreifachen Punkt der 
Fliehe als Augenpunkt ausgefflhrte perspectivische Projection der Fliehe auf 
eine Ebene, in welcher ^i, i^^ ^s Cdordinaten eines Punktes sind. Die 
Form^ (2.) liefern eine Jener eindeutigen Abbildungen dieser Ebene, welche 
Herr Cremona kennen gelehrt hat; die Formeln (3.) endlich fallen unter die 
Darstellung des Herrn Weierstraes, insofern die Coordinaten durch Functionen 
aweiten Grades dargestellt sind. Ich werde zunächst zeigen, wie man die 
allgemeinen Formeln 

in welcher die f Functionen zweiter Ordnung sind, im Allgemeinen wirklich 
auf die Form (3.) bringen kann. 

§. 2. Bednctilon der allgemeinen DarBtellongsform auf die Normalform. 
Schreiben wir der KOrze wegen 

und bezeichnen wir durch f{ti, ^ den Ausdruck 

Die Punkte einer Doppellinie bilden sich in der Ebene der ti durch je iwd 
Punkte ab ; sind also 17^ ^ zwei solche zusammengehörige Punkte denen der- 
selbe Punkt X entsprechen muss, so hat man 

(6.) /;(!?, ri)'^ d'm S) (i = I1 2, 3, 4), 
wo a einen unbestimmten Factor bedeutet. Aber man kann dann immer 
zwei neue Punkte x, l so einfahren, dass 

(6.) x, = i7,+crS;, i| = i7<-aSi, 
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wodurch die Gleichdngfen (5.) in 

(7.) A(^,^) = (• = 1,2,3,4) 
Obergehen. Die Gleichungen (6.) zeigen, dMs jeder Punkt einer DoppeUinie 
iich aU Punktepaar abbildet, welches mit einem gewiesen Punktepaar x, X 
harmonisch ist; und dass umgekehrt alle Paare einer auf der Geraden x, l He- 
genden Involution mit x, l als Doppelpunkten sich iu Punkten einer Doppel- 
Urne vereimgen. 

Die Punktepaa/re x, ly welche aus (7.) folgen, haben zugleich die 
Eigenschaft, harmonische Pole C^nd »war die einzigen), für aUe Kegelschnitte 
des Systems 

«1/1 + 02/2+03/3+04/4 = 

zu sein. Die entsprechenden Punkte x sind die Cuspidalpunkte des Herrn Cremona. 
Die vier Gleichungen (7.) sind linear fflr die sechs Unbekannten 

(0.) ^1^11 ^2^9 ^S^99 ^^3 + ^3^9 ^3^1 + ^1*39 ^l^ + ^f^ii. 

Zwischen denselben besteht ausserdem die identische Gleichung dritten Graden } 

dXi /»i Xq ^1 "T 3f| ä^ ^3 ^1 + ^I ^ 

^i *^ + ^2 ^"1 <^Xj Aj X^ Aj -7" X2 Äj 

X|ij+^3^l ^2^ + ^3^ 2X3Ä3 

Drückt man also vier der sechs Unbekannten (8.) linear durch die flbrigen 
aus, und fahrt diese Werthe in (9.) ein, so erhält man fär das VerhäUniss 
der beiden letzten eine ^cubische Gleichung. Es giebt also drei Punktepaare 
X, k, welche den drei Doppellivien der Fläche entsprecken. 

Um dieselben auf eine elegantere Weise zu finden, kann man den 
Gleichungen (7.) eine fOnfle Gleichung 

(10.) (p{x,X)^tixp{x,X) = 

hinzuffigen, in welcher 9^ = 0, ^^ = die Gleichungen zweier beliebigen Kegel- 
schnitte sind. Han sucht dann diejenige Kegelschnitte eines willkOrlich ge- 
wählten BOschels 9'+/^V^^0, welche ebenfalls eines der Punktepaare x, l 
zu harmonischen Polen haben. Indem man aus den Gleichungen (7.) und 
(10.) die Verhaltnisse der sechs Unbekannten (8.) ausdrückt, gelangt man zu 
Gleichungen folgender Art: 

2Xiii = ^ll + /iÄii, X^ly + X^l^ = ^23+/^Ä231 

(11.) ( 2X2^2 = ^22+/^Ä«, X3Äi + ;f,Äs = ^,+A*Ä3i, 

2X3^3 = Ä^ + flB^^ Xih + ^K = ^l2 + /^Än, 

1» 



(9.) = 
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und (9.) verwandelt sich in die f&r /i enbische Gleichung 

(12.) S±{An+/iBuKAn+/iBnKA^+/iBs,) = 0. 

Bezeichnen wir nunmehr dorch ai , o^ 9 ^s Liniencoordinaten, und durch if = 0, 
XsO die Gleichungen der Punkte x, l, so das» 

Jr= «1X1 + «2^2 + «5^3 5 L=^aili+ 02X7+ Olli. 

Dann ist nach (IL): 

= A+AiB, 

wo A :=s 0, B s= 0, Kegelschnitte in Liniencoordinaten bedeuten. 

Die drei Ptmktepaare K, L sind aleo die drei Paare, tcelche m einem 
Syetem tan KegekckmUen A+^B = mit eier gemetmchaflUchen Tangenten 
vorkommen; d. h. sie sind die Durchschnitte eon eter Geraden. ^ Die Nebenseiten 
des aus ihnen gebildeten toUständigen Vierseits sind die Abbildungen der drei 
DoppelUnien der Oberfläche. 

Da die Ecken des Dreiecks der Nebenseiten 'paarweise mit diesen 
Paaren x, X harmonisch liegen, so sind sie sfimmtlich Abbildungen desselben drei- 
fachen Punktes der Oberfläche, welcher allen drei Doppellinien gemeinsam ist. 

Wenn ein Kegelschnitt (p+fixp = selbst die Verbindungslinien aller 
drei Punktepaare x, l harmonisch theilen soll, so mflssen die drei Wurieln 
der Gleichung (12.) einander gleich sein, und zugleich auf drei verschiedene 
Paare x, l fahren, oder auf drei verschiedene Geraden 

welche solche Paare verbinden. Indessen folgt aus (110^ dass (12.) als das 
Resultat der Elimination aus den Gleichungen 

= (Au+f^Bu)ai+(Ai2+!iiBi2)a2+iAj^+liiBj^)a^^ 

= {A2i+fAB2i)a^+{An+l^Bn)a2+{A23+iLLBn)€t^^ 
= {An+/iBn)a^ + {An+/JiByt)a2+{Asi+/iB3s)a^ 

aufgefasst werden kann, welche für drei verschiedene nicht durch einen Punkt 
gehende Geraden a nur bestehen können, wenn alle Coefficienten Ait+f^Ba 
verschwinden. Dieses aber heisst nach der Entstebungsweise der ^^ i? aus 
(7.) und (10.)) dass (p+iny^ eine lineare Combination der f, also ein Kegel- 
schnitt des Systems 



Clebseh, Über die Stemersche FUkhe. 



ist. Also sieht man, dau auch umgekehrt aUe Kegelicknitte y weMke die 
Streckern xl gleUAzeilig karmoniich theUem, diesem System angehören. 

Zu Jeder in der Ebene gezogenen Geraden gehört eine andere, welche 
mit Jener zusammen einen Kegelschnitt des Systems bildet. Man findet sie 
geometrisch, indem man zn den Schnittpunkten der ersten mit den Strecken 
xl die vierten harmonischen Punkte sucht und diese verbindet. Zugleich ist 
Jeder Punkt der Ebene der Doppelpunkt eines solchen Linienpaars. Denn 
indem man die Bedingungen für das Zerfallen eines Kegelschnitts des Systems 
für einen gegebenen Punkt ^ bestehen lässt: 

(.•=1,2,3), 

erhilt man die YerhAltnisse der a eindeutig bestimmt, and die Gleichung des 
Unienpaares wird: 



(13.) 



öS" 

Ms. 



Mi. 
iL 

öS. 
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■55" 






= 0. 






Der willkflrlich gewfihlte Kegelschnitt 

ist das Bild des Dorchschnitts einer willkOrlich gewfthlten Ebene 

mit der Fläche; also einer Cnrve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten. 
Die in dem System enthaltenen Geraden entsprechen den Dnrchschnitten der 
Tangentenebenen; jede Gerade in der Ebene ist also das Bild eines Kegel- 
schnitts, welcher auf der Flfiche liegt; zwei entsprechende Gerade bilden zu- 
sammen das Bild für den Durchschnitt einer Ebene, welche die Fläche in 
einem Punkte berfihrt, dessen Bild der Schnittpunkt der Geraden ist. 

Untersuchen wir nun, unter welchen Umständen zwei entsprechende 
Geraden einander unendlich nahe rQcken können. Sie müssen sich dann je 
dnem Punkte jedes Paars x, X unendlich nähern; mithin mOssen sie mit 
einer der vier Geraden zusammenfallen, deren Durchschnitte die Punktepaare 
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y, l sind. Ee giebt ako f>%er KegeUehmtte de$ Sffeteme^ tcälehe in Doppeir* 
Unien auearten, und zwar eind diee die Seiten dee iffoUetändigen Viereeitt, 
deeeen Nebeneeiten die Doppellinien der Fläche dareteüen. 

Diese Linien entsprechen den vier Kegelschnitten, längs deren nach 
Herrn Äiffitm^ eine Ebene berührt; und zugleich stellen sie diejenigen Puiiktei 
dar, welche den Punkten der jETe^^eschen Wendecurve entsprechen, auf welche, 
schon Herr Oemona aufmerksam gemacht hat. 

Die directe Darstellung des Products dieser vier Geraden erfolgt, inr* 
dem man unmittelbar diejenigen Kegelschnitte 

(P = «1/1+02/2 +01/3+ a«/; = 
aufsucht, welche aus doppelt gerechneten Geraden bestehen. Man hat hiezu, wenn 

(14.) mifji+nhV^+^iVi = 
die Gleichung einer solchen Geraden ist, die Bedingungen: 

Das Product jener vier Geraden ergiebt, sich wenn man aus (14.)) (15.) die 
m und die a eliminirt. Die Darstellung der Resultante, welche ein weiter- 
gehendes Interesse hat, wird weiter nnWti gegeben werden. 

Wählt man das Coordinalensystent der 17 nun so, dass es mit dem 
Dreieck der Nebenseiten zusammenfällt, so kann man den Seiten des Vierseits 
selbst immer die Form geben: 



V. 



(16.) 



\— 171— 172+173 =.0, 



Legt man Aitd QuaireXe dieser Linien zugleich als Kegelschnitte /i, /s, /s, /« 
zu Grunde, d. h. wählt man als Coordinatentetraeder im Räume die vier 
längs Kegelschnitten berührenden Ebenen, so werden die Formeln {4.) zu 
folgenden : 
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QXt « (i;i+ih+ih)N' 

woraus die Gleichuiig der Fliehe sich in der Form ergiebt: 

(18.) yx,+y(r,+^x,+yx, = 0. 
Fflhrt man aber statt der x die Coordinaten y durch die Formeln ein: 

4jfi « Xt+X2+Xi+x^^ 

4^4 = flPi— «I— ^+a?4, 
so erhält man die Gleichungen der Fliehe in der Form (3.): 

(19-0 i^'" " ^'^'''' 

Ebenen der y sind die durch je zwei Doppellinien der Fliehe gehenden, 
und eine vierte (yi), welche jede der Doppellinien der Fliehe in einem Funkt 
schneidet, welcher mit ihren Cuspidalpunkten und dem dreifachen Punkte ein 
harmonisches System bildet {Cremana). 

§. 8. Baumcurven auf dsr Fl&che und ihre Abbildungen. 
Denken wir uns in der Ebene der tj eine Curve nf^ Ordnung gegeben: 

(20.) y(i?i,i72,%) = 0, 
so entspricht derselben eine Raumcurve, deren Singularititen gefunden werden, 
wie ich dieses fikr die Geometrie der Fliehen dritter Ordnung im 65"*^ Bande 
dieses Journals p. 359 gezeigt habe. Da der Schnitt der Fliehe mit einer 
Ebene durch die Curve 

(21.) öiA+a^A+OsA+ÄiA = 
abgebildet wird, welche von der zweiten Ordnung ist, so hat man den Glei* 

chungen (20.), (21.) entsprechend 2n Schnittpunkte 4er Ebene mit der Raum- 

cunn» und also nach der Bezeichnung der angefihrten Abhandlung: 

(22.) JV = 2ii. 
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Einem Bflschel Ton Schnittebenen entspricht ein Cnrvenbflsohel 

u+Xv = 0, 
wenn 

gesellt wird. Die Ebenen des Bflschels, welche unsere Raumcurre berflhren, 
werden, wie a. a. 0. aus der Combination der Gleichungen 

^ ' - dfj, dfit d% 

gefunden, welche ii(ii + l) gemeinsame Lösungen haben. Hat ausserdem also 
q>=iO noch d Doppelpunkte und r Rflckkehrpunkte, so findet man den Rang 
der Raumcurve aus der Formel 

(23.) Ä = ii(ii+l)-2d-3r. 

Nimmt man hinzu, dass die charakteristische Zahl p des Geschlechts 
unverftndert bleibt, so ist die Bestimmung der Singularitfiten hiemit gegeben. 
Ist K die Classe der Raumcurve, A die Zahl ihrer Wendungsberahrebenen, 
B die Zahl ihrer Rflckkehrpunkte so hat man 

2/1-2 = R+B^2N, 

und wenn man den Werth von p eintrftgt: 

II— 1.11—2 . 
p = g. rf-r, 

so findet sich: 

1*^" 3ii(ii-l)-6d-8r, 

Bezüglich der Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte: 

ist zu bemerken, dass aus derselben jedesmal ein Doppelpunkt als wirklicher 
auszuscheiden ist, sobald zwei Schnittpunkte von 9 = mit einer der Geral- 
den xX die Strecke xX auf derselben harmonisch theilen, indem die ent- 
sprechenden Punkte sich auf der Flfiche dann zu einem Punkte einer Dop- 
pellinie vereinigen. Ist also b die Zahl dieser Paare von Schnittpunkten, so 
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ist die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Rauaicarve durch 

(25.) H = 3^^^^--« 

gegeben. 

Mit Hälfe dieser Formeln erfolgt die Uebertragnng ebener Sätie auf 
die Ranmcnrven der Stemenchen Flfiche ohne Weiteres. Ich will des Fol- 
genden wegen nur bemeriien^ dass wegen der obigen Formeln einem allge- 
mein gelegten Kegelschnitt eine Ranmcnrve vierter Ordnung und zweiter Spe- 
cies entspricht. Theilt der Kegelschnitt eine der drei Strecken xl harmonisdi, 
so geht von den drei scheinbaren Doppelpunkten der Curve einer in einen 
wirklichen Aber. Theilt der Kegelschnitt zwei jener Strecken harmonisch, 
so ist nach einem Satz von Hesse dasselbe mit der dritten der Fall; man 
hat einen Kegelschnitt des Systems vor sich, und ihm entspricht eine ebene 
Curve mit drei Doppelpunkten. 

§. 4. Curven der Haupttangenten im Allgemeinen und bei der SieinerBchen 

Fläche insbesondere. 

Die iStemersche Flfiche hat die Eigenschaft, dass die Curven der Haupt*» 
tangenten auf ihr algebraisch sind und die betreffenden Differentialgleichun- 
gen sich integriren lassen. Die Curven der Haupttangenten entstehen, wenn 
man in jedem Punkt der Flfiche die dreipunktig berflhrenden Tangenten sucht 
und das einer solchen und der Flfiche gemeinsame Lfingenelement als Bogen- 
element einer Curve betrachtet. Indem man diese Elemente stetig verbindet, 
erhfilt man auf der Flfiche eine Scbaar von Curven, deren zwei durch jeden 
Punkt gehen; und zwar habe.n an jeder Stelle die sich schneidenden Cur- 
ven verschiedene Richtung, mit Ausnahme der Punkte der Wendecurve, in 
deren jedem daher sich zwei Curven des Systems berflbren. 

Die Haupttangenten sind die Tangenten des Doppelpunkts der Curve, in 
welcher die Tangentenebene die Oberflfiche schneidet. Haben wir also eine 
Oberflfiche irgendwie mit Hfilfe der Formeln 

prr, = /;(i?i, Ti2j n^) (f = 1, 2, 3, 4) 
auf einer Ebene abgebildet, so entsprechen jenen Tangenten die Tangenten 
des Doppelpunkts, welchen eine Curve des Systems 

in einem Punkte des Systems haben kanti. Im Doppelpunkt ist dann 

(««•) ^=0' ^=0' ^=«' 

und die quadratische Gleichung 

Jounsl fllr Mtttbenuitik Bd. LXVn. Heft 1. 2 
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(27.) 



ölfe'''?'*''?* = 



giebt die Tangentenrichtungen des Doppelpunkts. Eliminirt man aus (26.), 
(27.) die a, so erhält man die Differentialgleichungen der Curven der Hanpt- 
tangenten in der Form: 



(28.) = 



df, 


df, 


dt)^ 


drit 


df. 


dh 


dni 


Btit 


ÖL 


dn 


dvt 


dn. 


dh 


ÖL 



JL 

IL 

dtii ofit ^n^ 



ff, 

d*L 



driidrn 
äVidrjt 
dtjidrii 



Bezeichnen wir durch »i, U], td und r^, «jt «'s die Coordinaten der 
beiden Tangenten des Doppelpunkts, so kann man an Stelle von (27.) die' 
Gleichung 

(t»,rf»7i+t«,rfi7, + t«,rfi7,)(«,rfj7,+«2rfi72+«3rf»?j) = 
setzen, d. h. man hat die Gleichungen 



(29.) 



"^^Ä-^*^ 



+<"b 






dtiidiik 

(•,&=!, 2, 3), 
wobei dann die Gleichungen (26.) za ersetzen sind dorch: 

Statt nun aus diesen Gleichungen durch Elimination der a, Uy e^ eine Diffe- 
rentialgleichung in den^ tj zu bilden, kann man zunfichst die a, i^ und die 
dij eliminiren, und erhSlt dann die Gleichung zwischen den u und den tj: 



(30.) 



öY. 



öY. 



öV, 



öl»: 






dfl* 

öY. 



(31.) 



öY. 



öY 

öi»,ö% 



öY. 



dfii 
öY. 



öY* 
öY. 
öY« 



öY. 



öl»; 
öY. 



öY 



2»! 
2ti2 
2«} 



öY 



öY 




Ö17, öjj, 
ÖY, 

öY. 

Ö9, öl?, 





5Y. 
öY. 





öY 




«3 



«2 



= 0. 



«J 


u 


«i 


«2 


«1 





ni 


»^a 


% 
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Diese Gleichung versieht in der That die Stelle der Differentialgleichung (28.) 
in jeder Beziehung. Will man dieselbe in die Differentialgleichung fär die tj 
verwandeln, so braucht man nur zu bemerken^ dass die Gerade u durch zwei 
nächste Punkte der gesuchten Curve geht, dass also zugleich 

und dass also an Stelle der u die ihnen proportionalen Werthe 

gesetzt werden können. Aber*) man kann sie auch, und das ist in dem 
vorliegenden Falle zweckmässiger, in eine Differentialgleichung fär die u ver- 
wandeln, indem man bemerkt, dass auch ein Punkt tj der gesuchten Curve 
auf zwei nächsten Tangenten derselben liegt, dass also auch zugleich: 

VidUi+t]2du2+riidUi = 0, 
80 dass man die tj ersetzen kann durch die ihnen proportionalen Ausdrücke: 

Da im Fall der Steinerschen Fläche die -^-4 — Constante sind, so verwan- 

OtliOtlk 

delt sich hiedurch die Differentialgleichung zweiten Grades in eine des ersten. 
Um diese Gleichung in besserer Form zu erbalten, bemerken wir, dass die 
zweite Tangente r des oben betrachteten Doppelpunkts durch den Schnitt 
der benachbarten Tangenten u^ u^du hindurchgeht, dass man also setzen kann: 

Führt man dies in (29.) ein, so erhält man die sechs Gleichungea 

und daher durch Elimination von cii, Oj, %, a«, (> die Differentialgleichung 
in der Form: 



^) Die hier folgende Transformation und Infegration der Differentialgleichung 
verdanke ich Herrn Gardan. 
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(92.) 



fr. 









ay. 






da»: 

IL 






BffttnnMi wir noo «onfUmte €(röM«n pa *o, dai« 




(88.) 



XJTp, 






= 0, 
= 0, 
-0, 



« • Int dl« Olftchung (89.) orfbllt, wenn lugleicb 

(»4.) XSpaU,m, « 
IMnUt wird, womttff von »olbit folgi, dMB aneb 

ih nun untitr dun fdnf Vorhiltni^ien der p eines willkflriidi angeaci 
wnrditn knnn, no milhilt die Ülelohung (84.) eine willlLflrlidie ConsUmte md 
lll ditniniioh dm Nlignmelne Integral yon (82*). Wir können eine wiche Gon- 
nlanlit nmU dadurch (tlnfnhron, daii wir eine Gleichung 

hlnNunt||i>ni wo dio »^ ft Coofflclenten beliebiger Kegelschnitte q>, tp sind. 
Aun dlifH(ir Ololohung und (88.) folgen dann (vgl. 61eicbnngen(ll.))die Wertbe 
ditr p hl dt«r Form: 

Pik *» i4<j|-l-/iB^, 

wohl«! dli« ^» // vAllIg bontlmml sind, und nur fi eine willkflrliche Constante 
bi«df«Mlnl. Netat man nun 
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80 nimmt das Integral (34.) die Form an 

A+fiB = 0, 

d. h. die Curven der Hanpttangenten bilden sich als Kegelschnitte mit vier 
gemeinschaftlichen Tangenten ab. Die in dem System vorkommenden Punkte* 
paare sind keine anderen ab die in $. 2 als Panktepaare dieses Systems ge-- 
fandenen Paare n, X; nnd die vier gemeinsamen Tangenten sind demnach 
dieselben, deren Aggregat die Abbildung der Wendecurve darstellt. 

üebertragen wir diese Resultate auf die Flfiche, so haben wir den Satz : 

Die Cmrem der HantptUmgeiUem auf der Stemereehen Fläche $ind die-- 

jemgen auf der Fläche gelegenen Ramncureen eierter Ordnung und zweiter 

Speeiee, welche jeden der vier Kegelschnitte berühren, in welche die Wende^ 

cnree %erfäUt. 

Legen wir die fifMnersche Flfiche in der besonderen Form (17.) oder 
(19"".) zu Grunde, so haben die drei Panktepaare x, l die Gleichungen : 

(34-.) «1-1^ = 0, iij-.|ij = 0, 1^-11?=: 0. 

Die Abbildungen der Curven der Haupttangenten sind daher durch die Forme I 
gegeben : 

oder in Punktcoordinaten durch: 

(35.) J?L + ^+-?L = 0. 

. ^ «1 «t «I 

Untersuchen wir, welche Curven der Haupttangenten einen wirklichen 
Doppelpunkt besitzen. Hiezu ist es nöthig, dass der Kegelschnitt (35.) eine 
der Seiten des Coordinatendreiecks in Punkten schneide, welche zu dem be- 
treffenden Paare (34^) harmonisch sind. So hat man für 171== als Schnitt 
des Kegelschnitts (35.) das Punktepaar 

«2 «^ + «3«^ = 0. 
Soll dieses mit ti2 + «3 = harmonisch sein, so muss es in 

flb^^ehen, d. h. es muss 02 = ^3 sein. Es giebt also drei Cureen der HaupU- 
tangenten mit wirklichem Doppelpunkt; die Bilder derselben haben die Glei- 
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chnngen: 

2^1- vi- vi = 0, 

-vl+H- vi = 0, 
-vi- vl+H-- 0. 

Pie Doppelpunkte selbst entsprechen den Durchschnitten dieser Kegelschnitte 
beziehungsweise mit 

^1 = 0, ^2 = 0, i?3 = 0; 
für sie ist also immer 

vl+vl+vl = 

oder i7i==0 (19^). Die Doppelpunkte Jener drei Gurten sind abo die auf 
den Dappellinien der Fläche zu den Cuepidalpunkten und dem dreifachen Punkt 
harmonisch gelegenen Punkte. 

§. 5. 
Die Curve der Wendepunkte für Flächen deren Goordinaten durch Parameter 

rational ausdrückbar sind. 

Die Punkte der Wendecurve einer Oberflfiche sind dadurch charakterisirt^ 
dass die Richtungen der Haupttangenien in ihnen zusammenfallen oder dass 
die Geraden, welche in der Bildebene die Richtungen der Tangenten des 
Doppelpunktes einer Curve des Systems ai/i+^A+^/s+^^A^O geben, sich 
vereinigen. Die Goordinaten dieser Geraden aber findet man aus (31.), wenn 
man diese in den u quadratische Gleichung mit der linearen 

(36.) 17itfl+%tf2+1?3tf3 = 

verbindet. 

Ist aber die linke Seite der Gleichung (31.), nach den u geordnet: 

(37.) SSD^u^u, = 0, 

so wird die Bedingung dafür, dass die Gleichungen (36.), (37.) durch zwei 
unendlich wenig verschiedene Systeme von Lösungen erfüllt werden, die Glei- 
chung fOr die Abbildung der Wendecurve. Dies heisst aber, dass der Punkt 
71 ein Punkt des durch (37.) reprfisentirten Kegelschnitts in Liniencoordinaten 
^ein soll. Man hat also die Bedingung 

Dn Dn 

1/21 -^22 

Vi Vi 



(38.) 



Du 


Vt 


i>23 


V2 


D« 


Vi 


Va 






= 
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ak Gleichung fär jene Abbildung. Diese Gleichung stellt zugleich das Eli*- 
minationsresultat aus (14.)9 (15.) dar, welches mit der Abbildung derWende- 
curve flbereinstimmt. 

Dass die Gleichung (38.) das fragliche Resultat ohne flberflflssigen 
Factor liefert, folgt aus der Vergleichung der Ordnungen bei der Steinerschen 
Flfiche. Die Abbildung der Wendecurve zerfällt fOr sie in vier Gerade; und 
in der That ist (38.) eine Gleichung vierten Grades, da die D lineare Functionen 
der rj sind. Allgemein aber hat man den Salz: 

Eine Fläche, deren Coardinaten sich cUs homogene rationale Functionen 
n^^' Ordnung dreier Parameter darstellen, hat eine Wendecurve, deren Bild ron 
der Ordnung Sn^ld, tmd welche also selbst eon der Ordnung ii(8fi— 13) ist. 

Da die betreffende Fläche im Allgemeinen vom Grade f^ ist, so vnrd 
die Wendecurve, als Schnitt der Fläche selbst mit ihrer fTe^^eschen Fläche 
betrachtet, vom Grade 4fi'(n^— 2) ; woraus sich fQr die vorliegenden besonderen 
Flächen eine Erniedrigung des Grades der Wendecurve um 

4ii(ii-l)(ii^-»+3) 
Einheiten ergiebt. 

S. 6. 
Besonderer Fall der S^einarschen Fläche. 

Das vollständige Vierseit, welches mit dem Dreieck seiner Nebenseiten 
die Abbildung der S/eiiterschen Fläche charactcrisirt, kann dadurch ausarten, 
dass zwei seiner Seiten einander unendlich nahe rttcken. Wir erhalten dann 
statt des Vierseits eine Doppelgerade 171 = und zwei einfache Geraden 
^2 ±^3 = 0; zwei der Funklepaare x, Jl vereinigen sich zu einem Punktepaar 
(^1 = 0) ^2±?9 "= 0), in welchem die Doppelgerade von den beiden einfachen 
Geraden geschnitten wird; das dritte Punktepaar x, i. ist ein Punkt der Doppel- 
geraden (?7i=:0, 173 = 0) und der Schnitt der beiden einfachen Geraden 
(% = 0, i?, = 0). 

Das Kegelschnittsystem 

»1/1+02/2+03/3+04/4 = 
muss also die Strecke zwischen 

171 = 0, i72+i?3 = und i?i = 0, 172-1^3 = 0, 
sowie die Strecke zwischen 

17^ = 0, 172 = und 172 = 0, 173 = 
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harmonisch theilen. Daher mOssen die Kegelschnitte des Systems die Form 
haben 

nnd man hann die Flfiche daher durch die Gleichungen darstellen: 

(39.) { ^"^ = ^^+^'' 

woraus die Gleichung der Flache sich in der Form ergiebt: 

ai+ 4x1x1— AxiX2ai = 0. 

Diese Flfiche besitzt im Punkte Xi=0^ ^=0, 0:4=0 (in der Abbildung i/i^^O^ 
172=0 und 171 =0, 973=0) einen dreifachen Punkt; durch ihn geht eine Doppel- 
linie 0^ = 0, 0^4 = (172 = 0), Ifings deren die Flfiche sich einem Hyperboloid 
anschliesst, und eine zweite Xi=^0^ xs=='0 (t]j^=zO)^ welche die Vereinigung 
zweier unendlich naher Doppellinien ist, und Ifings deren die Flfiche von der 
Ebene o^i = berührt wird. Jede Ebene schneidet also diese Flfiche in einer 
Curve vierter Ordnung, welche bei 0^ = 0, 0:4 = einen Doppelpunkt hat, 
und von welcher zwei Zweige bei 0:1 = 0, 0:3 = einander berflhren. Eine 
Tangentenebene schneidet also in zwei Kegelschnitten, welche sich berQhren, 
und der Berflhrungspunkt liegt auf a?i = 0, 0:3=0. Die Gerade o;i=0, 0:3=0 
ibsorbirt zugleich zwei der Kegelschnitte, Ifings deren die Flfiche von einer 
Ebene berOhrt werden kann, so dass nur noch zwei dieser Kegelschnitte flbrig 
Ueiben, welche sich als die Geraden 172 = 0, ^3 = abbilden. 

Die Gurven der Haupttangenten bilden sich hier yne im allgemeinen 
Falle als Kegelschnitte ab, welche vier gemeinsame Tangenten besitzen. Aber 
Yon diesen sind zwei in die Gerade 171 = zusammengefallen, auf welcher 
der Punkt 171 = 0, 172 = als Schnittpunkt der beiden zusammengefallenen 
Geraden anzusehen ist. Daher mflssen die Kegelschnitte, welche die Bilder 
jener Gurven werden, hier sfimmtlich durch diesen Punkt gehen und in ihm 
die Gerade 171 = zur Tangente haben, wfihrend sie ausserdem die Geraden 
^3±^5 = ebenfalls zu Tangenten haben. In der Tbat erhfilt man aus der 
oben gegebenen allgemeinen Formel für diese Gurven in Liniencoordinaten die 
Gleichung 

2iiiii,+c(i^^-fi^) = 0, 
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in welcher c eine willkflrliche Constante ist, und an welcher diese Eigen- 
schaften sich leicht nachweisen lassen. Dieselbe liefert in Ponktcoordinaten das 
System 

Indem man aus dieser Gleichung 173 darch iji und t/i ansdrflckt, and den er- 
haltenen Ansdmck in die Gleichungen (39.) ^nfflhrt, findet man die Glei- 
chungen des Systems von Raumcurven vierter Ordnung: 

pa?4 = 4eriiri2{e^ri\ + Til). 

Diese Cnrven berflhren sämmtlich die beiden Kegelschnitte, Ifings deren die 
Flfiche von einer Ebene berührt wird; sie berühren ausserdem die Gerade 
irx = 0, a^ = in dem dreifachen Punkt der Flfiche dreipoaktig. 

S. 7. 

Windschiefe Flftche dritter Ordnung. 

Fallen yon #en Seiten des Vierseits nicht nur zwei in eine Gerade 
ijjsrO, sondern auch noch die beiden anderen in eine Gerade 173 = zu- 
sammen, so vereinigen sich zwei Punktepaare x, l im Schnittpunkte 4ioser 
Geraden, das dritte Paar besteht aus einem Punkte von 171 "= und aus einem 
Punkte von 172 = 0; die Verbindungslinie beider sei 175 = 0. Die Kegelschnitte 
des Systems 

fliA+«iA + Ö3A+fl4A = 0, 
welche die drei Strecken xl harmonisch theilen sollten, müssen jetzt die 

dritte Strecke ebenfalls noch harmonisch theilen; die harmonische Theilung 
der anderen beiden aber verwandelt sich in die Bedingung, dass alle Kegel- 
schnitte des Systems durch den Punkt 171 = 0, 173 = hindurchgehen. Die 
Kegelschnitte des Systems sind also durch die Formel gegeben: 

flii7l+«b^2+2fl5 171 175+20*173173 = 0, 
oder man kann setzen: 



(40.) 



QXi = 17?, 

QX2 = 17?, 

QXy = 2171I75, 

(fw^ = 21731755 
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woraus als Gleichung der Fläche hervorgeht: 

Man hat also eine windschiefe Fläche dritter Ordnung vor sich, deren einfache 
Leitlinie (0^1 = 0, ^ = 0) durch den Punkt tii = 0^ ?72 = abgebildet ist; ihre 
Doppellinie (0:3 = 0, x^^ 0) ist durch die Gerade 173 = in der Weise ab- 
gebildet, dass je zwei zu den Schnittpunkten mit 171 = und 172 = harmo- 
nische Punkte denselben Punkt der Doppellinie repräsentiren. Die Paare von 
Erzeugenden endlich, welche von den verschiedenen Punkten der Doppel- 
Hnie ausgehen, bilden sich als die Involution der Strahlen ab, welche 171 = 0, 
172 = mit den auf 173 == angegebenen Punktepaaren verbinden. 

Haben wir in der Ebene eine Curve 9)'= gegeben, deren Ordnung 
n ist, welche den Punkt 171 =0, 172=0 zum a fachen Punkt besitzt und ausser- 
dem d Doppelpunkte und r Rflckkehrpunkte hat, so entspricht dieselbe einer 
Raumcurve, fflr welche (vgl. $. 3): 

JV = 2n-a, 

R = ii(ii+l)-2rf-3r-a(a+l), 

^40« j IK = Sn{n-i)-Bd-Qr-3a\ 

A = 6ii(ii-l)-.12d-15r-2a(3a~l), 

In der letzten Zahl bedeutet e die Anzahl der Schnittpunktpaare von 9 = 
mit 173 = 0, welche mit den Punkten 171 = 0, 173 = und 172 = 0, % = har- 
monisch liegen und sich also auf der Raumcurve zu einem wirklichen Doppel- 
punkte vereinigen. 

Die Curven der Haupttangenten zerfallen in die Schaar der Erzeugenden 
selbst, und in eine Schaar von Curven, welche in der Abbildung als Kegel- 
schnitte die Seiten des Vierseits berühren, d. h. deren Bilder durch die Punkte 
ly^ = 0, 173 =" und 172 =^ 0, 173 = gehen, und in diesen Punkten beziehungs- 
weise die Geraden 171 ^ und 173 = zu Tangenten haben. Die Gleichung 

des Systems ist daher: 

171172 = CJ7J. 

Auf der Fläche werden dies Raumcurven vierter Ordnung und zweiter Species, 
welche durch die Cuspidalpunkte der Doppellinie gehen, und in ihnen die 
betreffenden Erzeugenden berühren. 

Es entsteht endlich der von Herrn Cagley bemerkte besondere Fall 
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der windschiefen Fläche dritter Ordnung, wenn die beiden Doppelstrahien 
der Involntion der abgebildeten Erzengenden einander unendlich nahe rflcken. 
Dieser ergiebt sich aus der directen Behandlung der FIfiche dritter Ordnung 
auf folgende Weise. 

Seien /i = 0, ^2 = 0? /i = , /i = die Gleichungen von vier Kegel- 
schnitten, welche durch denselben Punkt 171 =:0, 172 = gehen, so dass 
also etwa: 

A = «U^l+2a„i7ii72+a22^+2ai3i7ii73+2a25i72%^ 

A = /?ii^?+2Ä2^ii72+/?a2^2+2/?isi7ii7l+2/92jih%, 
/j = yii^J+2yi2i?ii72+yMi75+2yi3iy|i73+2y25%%, 

Unter der Kegelschnittschaar 

aiA+02A+*A+fl4A = 
giebt es solche, die aus einer doppelt gerechneten Geraden besteben. Fflr 

diese muss die linke Seite der obigen Gleichung in 

{P1V1+P2V2T 
flbergehen, man muss also haben : 

fliau+fl2Äi+flbyu+fl4<Ju = Pn 

Ol Cln + Oißn + ^hy 72 + ^^(^72 = fi^ 
aiai3 + fl2A3 + Ö3yi3 + fl4<Jl3 = 0, 
fll«M + fl2/523+<Jby23+a4<>23 = 0. 

Es ergiebt sich hieraus für — die quadratische Gleichung: 



(41.) 



«11 ßu Yii <^ii 

«n ßa Ya ^a 



PiP> 



= 0, 



«« ßa Yn ^n Pi 
«u ßa Yn ^a 
«js ß» Y-a *a 

oder, wenn man die Unterdetermlnfuiten nach der letzten Verticalreihe durch 
iiut ^-^u^ ' • ' 2Aii bezeichnet, die Gleichung 

(42.) Aup\-\-2AnPiP2-¥Anpi = 0. 

Ausser den hierdurch gegebenen beiden ausgezeichneten Geraden kann 
man noch folgendermassen eine dritte aufeteUen. Wenn man nur die Bedin> 

3* 
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gung anfatellt, dass ein Kegekchnitt des Syatema in zwei Gorade xerfalien 
aoll^ von denen eine nothwendig durch den Punkt 171 = 0, 172 == gehen muas^ 
ao erhAlt man dieselben, indem man identisch 

setst, aua den Gleichungen: 

öl«22+Ö2/^22 + *>'22+fl*<^22 = j^2^29 

öi«u+«2/?is+fl3yis+a4(>u = ipirs, 

öl«2S+fl2/?2S + Ö3y2J + a|^2S = ^ qif^ 

oder, indem man die a eliminirt, aus der einen Gleichung: 

qi{Äuri+Ai2r2 + Anrs) + qii{A2iri+Anf2+A2srs) ^ 0. 

Der au einer gegebenen Geraden r gehörige Strahl des Bflschels fii + lti2=:0 
ist daher im Allgemeinen eindeutig bestimmt. Aber er wird unbestimmt, wenn 
die r aus den Gleichungen bestimmt werden: 

t -'42i^l + -^22^2 + -^3ri = 0, 

welche im Allgemeinen die Lage der Geraden r vollständig bestimmen. Mit 
dieser (Seraden bildet jede Gerade des Bflschels 171 4- A, 17, = einen Kegelschnitt 
des Systems. 

Legt man die aus (42.) bestimmten Geraden als Gerade tii^O und 
i^saO, so wie die aus (43.) bestimmte als ^3 = zu Grunde, so kann man 
als Fundamentalkegelschuitte des Systems die Kegelschnitte 

171 = 0, 1^ = 0, i7ii/, = 0, i72% = 
ansehen, und kommt damit fQr die Darstellung einer durch die Gleichungen 

ifx,^f, (1 = 1,2,3,4) 
gegebenen Flfiche auf die Gleichungen (400- 

Der oben erwähnte Ausnahmefall tritt ein, wenn die Gleichung (41.) 
gleiche Wurzeln hat. Dann ist zugleich ^ 

AiiPi+Aiipz = 0, 

^l2Pl + ^22P2 = 0; 

und die Gleichungen (43.) liefern also 

r, = 0, ri:ra = pi:|ii. 
Die drei im Vorigen bevorzugten Geradon fallen also in eine zusammen. 
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ßa 


y« 


^n 


Pl/^ 


ßn 


y« 


<?„ 


P? 


ß^ 


y« 


«^u 





ßa 


y« 


^M 






= 0. 



Denken wir^nns diese eine Gerade zor Axe 171 = gewfihlt, und zu- 
gleich da8 Tetraeder der x so verfindert, dass eine der Functionen f m rji 
flbergeht, wahrend die übrigen den Term 1^ nicht mehr enthalten. Man hat 
dann fOr die so modificirten Functionen 

au = 1, «12 = «« = «IS = «» = ßn = Yii = <>ii = 0; 
die Gleichung (41.) geht Aber in 

0= ^' 

Diese Gleichung hat nur dann, wie es hier eintreten soll, zwei gleiche Wur-* 
zeln, wenn 

ßn yta ^n 
ßis yis ^13 

ßii y» ^n 

Diese Gleichung sagt aus, dass man aus den Functionen /), ^3, ^ die Terme 
^^ ViVi^ ?2^s gleichzeitig fortschaffen kann; es giebt also eine Combination, 
welche nur den Term i/ii;, enthält, und wir setzen demnaoh ^2=^ 2^1^29 ^^^ 
wAhlen fOr /s, A solche Combinationen, welche auch diesen Term nicht mehr 
enthalten, so dass nun: 

ßn = I9 yi2 == ^M == /?« = /?« = /'2s == 0. 

Zwischen den Coef&cienten von f^ und /4 bleibt dann keine Bedingung mehr 
zu erf&Uen. Man kann diese letzten Functionen so einrichten, dass sie je 
einen der Terme tj^^ ViVi^ V^V^ ^^^^^ enthalten; eliminirt man insbesondere 
den Term i^iijs , so dass eine Function entsteht, welche 172 als Factor enthAlt, 
und nimmt ihren anderen Factor fOr t;, 9 so wird eine dritte Function von der 
Form ri2fiiy und es bleibt endlich fOr die vierte die Form r^+2fjitis fibrig. 
Man kann daher die Fläche durch die Formeln darstellen: 

9^ == 2ViV2^ 

9^^ = ^+2i7i17j. 
Die Gleichung der Fläche wird hienach 



(44.) 
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Vi 

V2 





Vi 
Vi 
Vi 



= 0. 



a5j = 4a^i(fl^a?4 — ixiX^^ 

was die Form des Herrn Cayley ist. 

Die Gleichungen der Curven der Hanpttangenten entspringen f&r diese 
Fische ans der Differentialgleichung 

dril 

2driidri2 

fl2 2dTiidTi2 

Vi dril+2driidri^ 

Dieselbe zerffillt in den Factor 

riidrii—ri^drii = 0, 

welcher 171— C172 = 0, also die Bilder der Erzeugenden liefert, und in den Factor 

V2(ViäV2-'n2drii) + 2fii{fi^dtii-7iidT]^) =0, 
welcher durch Integration 

(45.) i72 + ci?J-4i7i% = 

liefert. Diese Gleichung stellt die Abbildungen der Curven der Haupttangenten 
dar: ein System von Kegelschnitten, welche sich im Schnitt von 171 = mit 
1J2 sz= vierpunhtig berQhren. Da alle diese Curven durch den Punkt tii = 0, 
)j2 =3 gehen, so ist in die Formeln (40^) o =: 1 zu setzen ; die Curven der 
Haupttangenten sind also Raumcurven dritter Ordnung. In der That geben 
die Gleichungen (44.) eine solche, wenn man 173 aus (45.) durch 17^, 17t aus- 
drückt, nfimlich: 

paJi = 2?7J, 

9x1 = 4i7ii72, 

QXs = 172(^2+^1)9 

QX^ = 2i7ii7?+i7i(i7?+ci7l). 

Alle Curven dieses Systems haben im Punkte Xi==0, Xs^O, 074 = dieselbe 
Schmiegungsebene Xi s 0, und dieselbe Tangente Xi =: 0, 0:2 = 0, die Doppel- 
linie der Flfiche. 

Giessen, den 34. Juli 1866. 
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lieber die geradlinigen Flachen fünften Grades. 

(Von Herrn B, Schwan.) 



JU ie vorliegende Abhandlang ist eine weitere AnsfOhrung einer Notie 
Aber die geradlinigen Flfichen fflnften Grades, welche der Verfasser im Juni 
1864 der philosophischen Facultät hiesiger Universitfit vorgelegt hat. 

Da die geradlinigen Flfichen dritten und vierten Grades schon von 
den Herren Csyfey^ Cremona und Sahnon eingehend untersucht Worden sind, 
darf sich der Verfasser im Folgenden auf die Betrachtung der geradlinigen 
Fliehen des fünften Grades beschrfinken, ohne auf diejenigen der niederen Grade 
einzugehen. — 

Mit Ausnahme der erzeugenden Geraden gehören alle ebenen Curven, 
welche auf derselben irreduciblen geradlinigen Flfiche liegen, und die Eigen- 
Mhaft haben, dass durch jeden ihrer Punkte nur eine Erzeugende geht, in dem 
von Riemmm aufgestellten Sinne zu derselben algebraischen Klasse. 

Betrachtet man nfimlich irgend zwei einfache ebene Curven auf der- 
selben irreduciblen geradlinigen Flfiche, so wird einem jeden Punkte der einen 
Curve durch die Erzeugenden der Flfiche ein Punkt der anderen Curve auf 
eindeutige Weise zugeordnet, und es lassen sich daher die Coordinaten eines 
Punktes der einen Curve rational ausdrflcken durch die Coordinaten des ent- 
sprechenden Punktes der anderen Curve und umgekehrt. 

Aus diesem Grunde kann man die geradlinigen Flfichen nach der al- 
gebraischen Klasse der auf ihnen liegenden ebenen Curven selbst in Klassen 
eintheilen. (S. d. Verf.: De ^wperßdebm in phmum explicabilibus primarum 
Septem ardinnm, Bd. 64, pag. 2 dieses Journals.) 

Aus der Existenz einer einzigen einfachen geraden Leitlinie auf der 
Flfiche, eines einfachen Kegelschnitts, einer einfachen Curve dritten Grades 
mit Doppelpunkt, oder ttberhaupt einer einfachen €urve mit der grösslen An- 
zahl von Doppelpunkten kann daher der Schluss gezogen werden, dass die 
geradlinige Flfiche zur Klasse (i = gehört. 

Findet sich auf der Flfiche eine einfache ebene Curve dritten Grades 
ohne Doppelpunkt, eine Curve vierten Grades mit zwei Doppelpunkten, Ober- 
haupt eine einfache ebene Curve n*"" Grades mit a o^ ^ --l Doppel- 
punkten, so gehört die Flfiche zur Klasse (> = 1. 
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EDthfilt die FlAche eine einfache ebene Curve vierten Grades mit nur 
einem Doppelpanlit, ao gehört die FIfiche zur Kinase ^=^2. U. a. w. 

Die Coordinaten einea beliebigen Ponktea einer algebraiachm Flftche 
lassen sich als rationale Functionen zweier yariablen Parameter s und / und 
einer algebraischen Function m derselben darstellen. Bei den geradlinigen 
Flfichen ist es stets möglich, diese Parameter so lu wfthlen, dass die Ans- 
drficke der homogenen Coordinaten 

X : ff : n : w 
eines beliebigen Punlites der FlAcbe ganxe lineare Functionen des einen Para- 
meters $ sind, wfihrend die algebraische Grösse m nur von dem anderen Pa- 
rameter / abhftngt. 

Der andere Parameter / kann dann so gewählt werden, dass die Coor- 
dinaten , wenn q = ist , in Besag auf denselben rationale ganze Functionen 
sind; wenn Q = i^ rationid ausgedrückt sind durdi t und eine Quadratwurzel 
aus einer ganzen Function dritten oder vierten Grades von t; wenn ^ = 3, 
rational ausgedrückt sind durch / und eine Quadratwurzel ans einer ganzen 
Function fOnften oder sechsten Grades von /. — Der Fall ^ >* 2 fAhrt auf 
höhere algebraische Irrationalititen. 

Diese Beziehungen gelten auch umgekehrt, so dass, wenn man für 
x:p:n:w Ausdrflcke setzt, die in Bezug auf / und m rational, in Bezug auf 
s linear und ganz sind, wfihrend zwischen / und m eine irreducible algebraische 
Gleichung f{t,m)^0 besteht, man eine algebraische geradlinige FIfiche erhfilt, 
welche im Allgemeinen zu derselben algebraischen Klasse gehört, zu welcher 
die Gleichung f{t, n) := gehört. 

Zur geometrischen Construction der besonderen FfiUe der geradlinigen 
Flfichen fflnflen Grades werde ich mich meist der Anschauung bedienen, die 
FIfiohen entstehen zu lassen als geometrischen Ort der geraden Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte zweier Curven, welche in der Weise auf ein- 
ander bezogen sind, dass jedem Punkte der einen ein Punkt der anderen ent- 
spricht und umgekehrt. 

Ffir die analytische Darstellung aber ist es mitunter vorzuziehen, aus 
den AusdrQclien xiy :n:u> durch Elimination von $ zwei in Bezug auf x, y^ 
a, fp lineare homogene Gleichungen hergeleitet zu denken, in den Coef&cienten 
rational in / und u^ so dass die FIfiche der geometrische Oi^ der Durchschnitts- 
llnien der durch diese Gleichungen dargestellten Ebenen ist 
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§1. 

Allgemeine UntenuchuDg der verschiedenen möglichen geradlinigen Flächen 

fünften Grades. 

Eine durch eine Erzeugende einer geradlinigen Fläche fünften Grades 
gelegte Ebene hat ausser der Erzeugenden mit der Fläche noch ein ebenes 
Gebilde vierten Grades gemein. 

Von den vier Durchschnittspunklen der Geraden mit diesem Gebilde 
ist nur einer Berfihrungspunkt der Ebene und der Fläche; die anderen drei 
Durchschnittspunkte sind zugleich Doppelpunkte der Fläche, durch welche daher 
ausser der einen Erzeugenden noch je eine zweite Erzeugende hindurchgeht. 

Jede Erzeugende der Fläche wird also im Allgemeinen von drei an- 
deren Erzeugenden geschnitten, und es giebt daher unendlich viele Ebenen, 
welche durch zwei Erzeugende der Fläche hindurchgehen. 

Die Betrachtung dieser Ebenen bietet den Ausgangspunkt für unsere 
Untersuchung. 

Eine jede Ebene, welche durch zwei erzeugende Gerade einer gerad- 
linigen Fläche fünften Grades hindurchgeht, schneidet ausser den beiden Ge- 
raden noch ein Gebilde dritten Grades aus. Dieses Gebilde kann irreducibal 
sein oder selbst wieder zerfallen. 

Wenn überhaupt der Schnitt einer Ebene und einer irreduciblen gerad- 
linigen Fläche zerfällt, so kann er nur in eine gewisse Anzahl Erzeugende 
und einen irreduciblen Theil von der Beschaffenheit zerfallen, dass durch jeden 
Punkt desselben mindestens eine Erzeugende geht, vorausgesetzt, dass die 
Fläche nicht eine Kegelfläche ist und der Schnitt durch dessen Mittelpunkt ge- 
führt wird. 

Die Kegelfläcben schliessen wir von unserer Betrachtung aus. 

Im vorliegenden Falle kann der irreducible Theil sein eine einfache 
oder mehrfache Gerade, durch welche alle Erzeugenden der Fläche hindurch- 
gehen, ein Kegelschnitt oder eine Curve dritten Grades. 

A. Ist der irreducible Theil eine einfache Gerade, ein Kegelschnitt 
oder eine Curve dritten Grades mit einem Doppelpunkt, so gehört die gerad- 
linige Fläche zur ersten Klasse ((» == 0). 

Es ist übrigens zu bemerken, dass auf einer irreduciblen geradlinigen 
Fläche von höherem als dem vierten Grade nur ein einfacher Kegelschnitt 
liegen kann, weil durch zwei einfache Kegelschnitte, welche Punkt für Punkt 
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eindeutig auf einander bezogen sind, stets eine geradlinige Fläche vierten 
Grades bestimmt wird. 

B. Ist der irreducible Theil eine Gurve dritten Grades ohne Doppel- 
punkt, so gehört die geradlinige Fläche zur zweiten Klasse ((> = 1]^. 

C. Eine besondere Betrachtung ist nun für den Fall anzustellen, dass 
auf der geradlinigen Fläche fünften Grades eine gerade Leitlinie vorhanden 
ist, welche eine mehrfache Linie der Fläche ist 

a. Ist die Gerade eine zweifache, so schneidet jede durch dieselbe 
gelegte Ebene aus der Fläche drei Erzeugende aus, weil der Schnitt dieser 
Ebene ausser der zweifachen Leitgeraden keinen irreduciblen Theil mehr ent- 
halten kann. 

Durch jeden Punkt der Doppelgeraden geht nun entweder nur eine von 
ihr selbst verschiedene Erzeugende, und dann gehört die Fläche zur ersten 
Klasse, oder es gehen deren durch jeden Punkt zwei hindurch. 

Im letzteren Falle geht die Ebene dieser beiden Erzeugenden im All- 
gemeinen nicht durch die Doppelgerade hindurch. 

Gesetzt nämlich, dies wäre der Fall, so enthielte jede durch die Doppel- 
gerade gehende Ebene immer zwei Erzeugende, welche sich auf der Doppelge- 
raden schneiden, und eine dritte Erzeugende, welche nicht auch noch durch 
den Schnittpunkt der beiden anderen hindurchgehen kann, weil die Leitgerade 
nur eine zweifache ist. 

Diese dritte Erzengende schneidet also die Doppelgerade in einem an- 
deren Punkte. Durch denselben muss noch eine zweite Erzeugende der Fläche 
gehen, die aber nicht mehr in der betrachteten Ebene liegen kann. Die Ebene 
der beiden durch den letztgenannten Punkt gehenden Erzeugenden enthält also 
die Doppelgerade nicht. Die Voraussetzung, dass die Ebene der zwei durch 
denselben Punkt der Doppelgeraden gehenden Erzeugenden die Doppelgerade 
stets enthalten könne, ist demnach für den Fall einer irreduciblen Fläche als 
nicht zulässig erwiesen. 

Betrachten wir nun den Schnitt der Ebene, welche die zwei durch den- 
selben Punkt der Doppelgeraden gehenden Erzeugenden enthält, so kann diese 
keine dritte Erzeugende mehr enthalten, weil diese auch durch die Leitgerade 
gehen müsste, welche der Voraussetzung zufolge nur eine doppelte Linie der 
Fläche ist. Diese Ebene schneidet daher aus der Fläche entweder eine irre- 
ducible Curve dritten Grades (s. A. und B.) oder eine dreifache Gerade aus. 

Legt man im letzten Falle, in welchem die Fläche eine zweifache und 
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eine dreifache Leitgerade hat, durch eine Erzeugende der Fläche eine Ebene, 
welche keine der beiden geraden Leitlinien enthält, so schneidet sie ausser 
der Erzeugenden aus der Fläche eine ebene Curve vierten Grades aus, welche 
in dem Punkte, in welchem die Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten 
wird, einen Doppelpunkt besitzt. 

Enthält nun die geradlinige Fläche keine doppelte Erzeugende, so hat 
die Curve vierten Grades keinen weiteren Doppelpunkt und gehört demnach 
zur dritten Klasse ((^ = 2); enthält die Fläche aber eine oder zwei Doppel- 
erzeugende, so gehört sie zur zweiten, beziehiich zur ersten Klasse, weil dann 
die Curve vierten Grades noch einen, beziehiich zwei Doppelpunkte erhält. 

Jede geradlinige Fläche fünften Grades, welche eine doppelte Erzeu- 
gende enthält, die nicht zugleich eine Leitgerade ist, enthält unendlich viele 
ebene Curven dritten Grades, welche von dem Ebenenbüscbel ausgeschnitten 
werden, das die Doppelgerade zur Axe hat. 

b, Ist der von einer Ebene, welche zwei Erzeugende enthält, ausge- 
schnittene irreducible Theil eine dreifache Gerade, so können drei Fälle ein- 
treten: durch jeden Punkt derselben gehen entweder nur eine, oder zwei, 
oder drei von der Leitlinie verschiedene Erzeugende hindurch. 

Geht durch jeden Punkt der Leitlinie nur eine von derselben verschie- 
dene Erzeugende, so gehört die Fläche zur ersten Klasse. 

Gehen durch joden Punkt derselben zwei von der Leitlinie verschie- 
dene Erzeugende, und geht die Ebene derselben nicht durch die dreifache 
Gerade, so schneidet diese Ebene aus der Fläche entweder eine irreducible 
Curve dritten Grades aus, — für eine besondere Lage möglicherweise einen 
Kegelschnitt, — oder eine mehrfache, — in diesem Falle doppelte^ gerade 
Leitlinie aus. Beide Fälle sind bereits erledigt. 

Geht aber die Ebene der zwei Erzeugenden stets durch die dreifache 
Gerade hindurch, schneiden sich also die beiden von einer beliebigen durch 
die dreifache Gerade gelegten Ebene ausgeschnittenen Erzeugenden stets auf 
der dreifachen Geraden, so giebt es ausser dieser Geraden und möglicherweise 
vorhandenen Doppelerzeugenden keine mehrfache Linie auf der Fläche. 

Legt man in diesem Falle durch eine Erzeugende eine Ebene, so schneidet 
diese noch eine Curve vierten Grades aus, welche an der Stelle, wo die 
Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten wird, einen Doppelpunkt be- 
sitzt. Die Fläche gehört also, wenn sie nicht Doppelerzeugende enthält, in 
die dritte Klasse (q = 2). 

4» 
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Ist drittens die dreifache Gerade so beschaffen, dass durch jeden Punkt 
derselben drei von ihr verschiedene Erzeugende gehen, so muss eine Ebene 
existiren, welche zwei derselben enthftlt, ohne die dreifache Gerade zu ent- 
halten; diese Ebene schneidet nun entweder eine irreducible Curve dritten 
Grades aus oder eine mehrfache (zweifache) Gerade, Fälle, die bereits klassi- 
ficirt sind. 

Endlich gehört hierher noch der Fall, dass der ausgeschnittene irre- 
ducible Theil eine dreifache Gerade ist, mit welcher aber die eine Erzeugende 
stets zusammenfällt; die Fläche fünften Grades enthält dann also eine vier- 
fache Gerade. 

Jede Ebene, welche durch eine vierfache Gerade einer Fläche fünften 
Grades gelegt wird, schneidet aus der Fläche nur noch eine Gerade aus. Da- 
her ist jede Fläche fünften Grades mit einer vierfachen Geraden eine gerad- 
linige Fläche und gehört als solche zur ersten Klasse. 

Wir fassen nun die Ergebnisse der Untersuchung dieses Paragraphen 
wie folgt zusammen: 

Eine irreducible geradlinige Fläche fünften Grades, welche keine Kegelr- 
fläche ist, ist entweder von der ersten, oder eon der zweiten oder von der 
dritten (algebraischenj Klasse. 

Die Flächen der ersten und zweiten Klasse enthalten, mit einer gleich 
anzugebenden Ausnahme, eine unendliche Schaar eon Curven dritten Grades, 
uml demnach ist eine solche Fläche geometrisch construirbar durch Vermittelung 
zweier Curven dritten Grades, die eindeutig auf einander bezogen werden. 

Hiervon sind ausgenommen und es enthalten keine einzige irreducible 
Curee dritten Grades diejenigen Flächen der ersten Klasse, welche eine ein-^ 
fache gerade Leitlinie haben, durch deren jeden Punkt nur eine von der Leit- 
Knie verschiedene Erzeugende geht. 

S. 2. 

Besondere Betrachtung der geradlinigen Flächen ftüaften Grades , welche zur ersten 

At^moitiiBchen Klasse gehören. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen, durch deren Durchschnitt für je- 
den Werth des Parameters / eine Erzeugende der geradlinigen Fläche be- 
stimmt wird, seien 

E =ar+6r-*H \-pt + q =0 



E = ö'f +6'r-*+...+p'/+ j' = ' "* = *' 



k 
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wobei Oy by . . . q, a\ b\ ... q' homogene lineare Functionen der vier ho- 
mogenen Goordinaten darstellen. 

Die Elimination von t ergiebt eine homogene Gleichung, welche in Be- 
Bug auf a, b, . . . q vom «**" Grade, in Bezug auf a', 6', . . . q' vom «•*''" 
Grade ist, stellt also eine Fläche vom 1» + «*'*" Grade dar. 

Wenn die beiden Ausdrücke E und E' ffir jeden Werth von t nur 
eine Gerade, also für keinen Werth von t eine ganze Ebene darstellen, so 
kann die Eliminationsgleichung keinen ausserwesentlichen Factor enthalten. 

Stellen aber E und £' fQr einen Werth < = Aj dieselbe Ebene dar, so 
geht die Gleichung derselben als ausser wesentlicher Factor in die Eliminations- 
gleichung ein. In diesem Falle denken wir eine Constante k so bestimmt, 
dass E—kE' für / = Ai identisch verschwindet, was stets möglich ist. E—kE' 
ist durch t — t^ theilbar, so dass E—kE' = {t-^t^^jE". An die Stelle der Ebene 
JS = setzen wir nun die Ebene £" = 0. Hiermit fahren wir so lange fort, 
bis kein Werth von / mehr übrig ist, für den beide Ausdrücke gleichzeitig 
eine ganze Ebene darstellen. 

Die Möglichkeit, dass die Eliminationsgleichung, welche jetzt keinen 
ausserwesentlichen Factor mehr enthalten kann, eine Potenz sei, d. h. dass 
jede Erzengende durch beide Gleichungen für mehr als einen Werth von t 
dargestellt werde, schliessen wir hier aus, da wir wissen, dass die zu be- 
trachtenden Flfichen so dargestellt werden können, dass jeder einfachen Er- 
zeugenden nur ein Werth des Parameters entspricht. 

Soll also die Eliminationsgleichung irreducibel und vom fünften Grade 
sein, so ist m-\-n gleich 5 zu setzen. Es sind demnach nur die beiden Fälle 
zulässig : 

Ä. Da der Grad einer geradlinigen Fläche durch reciproke Verwand- 
lung nicht geändert wird, ist es erlaubt, von diesen Ebenengebilden gleich 
zu den entsprechenden Punktgebilden überzugehen. Wir erhalten also fol- 
gende Sätze: 

I. Besteht zwischen den Punkten einer Geraden und den Punkten einer 
Curve eierten Grades, welche zu der raUanalen Klasse gehört, ein eindeutigee 



(I.) ;"=t 

«= 1 
m = 3 
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gegenseitiges Entsprechen, so ist der geometrische Ort der Verbindungslimen 
entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades. 

IV. Derselbe Satz gilt, wenn man gleichzeitig an die Stelle der Geraden 
einen Kegelschnitt und an die Stelle der Curee eierten Grades eine Curee 
dritten Grades setzt. 

Ein solches Entsprechen kann geometrisch in allgemeinster Weise durch 
mannigfaltige Beziehungen, z. B. dadurch hergestellt werden, dass man sich 
den Kegelschnitt und die Raumcurve dritten Grades auf demselben Kegel 
zweiten Grades denkt und die Punkte beider durch die Seiten des Kegels ein- 
deutig einander zuordnet. 

Als Grenzfall ist besonders zu. betrachten der Fall, in welchem der 
Kegelschnitt zu einer doppelten Geraden .wird. 

11^. Ordnet man den Punkten einer Curve dritten Grades, welche zur 
rationalen Klasse gehört, in der Weise die Punkte einer Geraden zu, dass 
jedem Punkte der ersteren ein Punkt der letzteren, jedem Punkte der letzteren 
aber zwei Punkte der ersteren entsprechen, so ist der geometrische Ort der Ter- 
bindungslinien entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades. 

Setzt man im zweiten Falle an die Stelle der Ebene E' eine Ebene 
E+k{t—to)E' = 0^ so gelangt man, dem Vorigen entsprechend, zu dem Satze: 

II. Man erhält eine geradlinige Fläche fünßen Grades^ wenn man die 
Punkte zweier Cureen dritten Grctdes, welche zur rationalen Klasse gehören, 
eindeutig auf einander bezieht, einen Punkt der einen mit dem ihm entsprechen-- 
den Punkte der anderen zusammenfallen lässt und die entsprechenden Punkte 
durch gerade Linien mit einander verbindet. 

Aus den angestellten Betrachtungen geht hervor, dass jede geradlinige 
Fläche fünften Grades, welche zu der rationalen Klasse gehört, durch eine der 
angegebenen Constructionen I. und II. , oder I. , W. , 11^. erhalten werden kann. 

B. Wir wollen uns nun mit der Doppelcurve der betrachteten Flächen 
etwas beschäftigen und darauf (C) einige Fälle, in denen sie reducihel wird, 
näher ins Auge fassen, ohne uns jedoch hierbei ein Erschöpfen des Stoffes 
zum Ziele zu setzen. Die einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften 
Grades, die sich durch die Betrachtung der Doppelcurve ergeben, bezeichnen 
wir in jeder Klasse der Reihe nach durch beigesetzte römische Ziffern. 

In dem ersten Falle (s. die Gleichungen auf der vorigen Seite) ist 
die Gerade /i == 0, ^ = eine vierfache Gerade der Fläche. — (I.) 
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In dem zweiten Falle ist die Gleichung der Fläche 
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Durch theilweise Elimination erhält man die Gleichungen 

{aq-bp)e+[ar-Vp)t-a'p = 0, 
are + {br-a'p)t + b'r-a:q = 0; 
es lässt sich also die Gleichung der Fläche auch in folgende Form setzen 

aq—bp ar—b'p —a!p 
p q r 

ar br— a'p b'r — a'q 

Indem man fortfährt, zwischen den beiden soeben erhaltenen Gleichungen, 
welche in Bezug auf / vom zweiten Grade sind, und der Gleichung £' = 
zu eliminiren, erhält man folgende Gleichungen 

(pj+(p2 = 0, 

(Pit+(p* = 0, 
wenn man die Ausdrücke 

{aq-bp)q-{ar-b'p)p, 

{aq — bp)r+ap^ == aqr'-{br—a'p)p, 

{ar'-b'p)r+a'pq = ar'^—(b'r'-a'q)py 

{br—a!p)r-'{Vr—a!q)q 

der Reihe nach mit ^i, ^2, 9)3, ip^ bezeichnet. Die Gleichung der Fläche 
erscheint nun unter den Formen 

(p]-(p2(p^ = 0, 
in welchen sie mit den ausserwesentlichen Factoren 11 = 0, 9 = 0, r = be- 
haftet ist. 

Aus den identischen Gleichungen 

r(pi — q(p2+p(P3 = 0, 
r(p2-q(pi+p(p4 = 
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geht hervor, dass die Flächen (pi = 0, y 2 = 0, ^s = 0, 94 = durch dieselbe 
Cnrve hindurchgehen, wenn diejenigen reduciblen Theile ihrer Durchschnitte 
ausgeschlossen werden, die in den Ebenen p = 0, ^ = 0, r = liegen ; femer 
geht aus denselben, in Verbindung mit den Gleichungen der Fläche, hervor, 
dass diese allen vier Flächen gemeinschaftliche Curve eine Doppelcurve der 
Fläche ist. 

Die Flächen 9)2 = und q>j = haben drei gerade Linien gemein- 
schafllich : 

P = 0, r = 0, 

p == 0, a = 0, 

r = 0, a' = 0, 

also ist die Curve, welche sie ausserdem gemeinschaftlich haben, vom sechsten 
Grade; dieselbe hat im Punkte p^O, 9 = 0, r = einen dreifachen Punkt, 
weil durch diesen Punkt, der für die Flächen (p2^0 und 9)3 = ein Doppel- 
punkt, also für deren Durchschnittslinie ein vierfacher Punkt ist, nur eine der 
drei den beiden Flächen gemeinschaftlichen Geraden geht. 

Die Fläche q>l'-(Pi(Pi = wird umhällt von der Flächenschaar 

jede dieser Flächen dritten Grades schneidet die geradlinige Fläche fünften 
Grades in der Doppelcurve sechsten Grados, berührt dieselbe längs einer Er- 
zeugenden und geht ausserdem noch durch eine Erzeugende der Fläche hin- 
durch. Dasselbe gilt für die Flächenschaar 

Jede Erzeugende der Fläche schneidet dreimal die Doppelcurve, also kann 
diese nicht auf einer Fläche zweiten Grades liegen, weil sonst jede Er- 
zeugende der Fläche zugleich Erzeugende der Fläche zweiten Grades sein 
mflsste. — Durch jeden Punkt der Curve gehen zwei Erzeugende, von denen 
jede die Curve noch zweimal schneidet; der Kegel fünften Grades, welcher 
die Doppelcurve zur Leitlinie und einen Punkt derselben zum Mittelpunkt hat, 
enthält also zwei doppelte und eine dreifache Erzeugende wegen des drei- 
fachen Punktes; die Curve sechsten Grades gehört also im Allgemeinen zur 
Klasse 9 = 1. 

Da auch eine vierfache Gerade für eine Doppelcurve sechsten Grades 
zählt, so haben wir den Satz: 

AUe geradlinigen Flächen fünften Grades und erster Klasse haben eine 
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Doppelcuree rom sechsten Grade ^ tvelche nothwendig einen dreifachen Punkt 
besUzt. — (II ) 

Derselbe lässt sich wie folgt umkehren: 

Jede irreducible Fläche fünften Grades mit einer Doppelcuree sechsten 
Grades ist eine geradlinige Fläche. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist evident, wenn die Doppelcurve sechsten 
Grades eine irreducible ist, denn in diesem Falle giebt es, vorausgesetzt, dass 
die Doppelcurve nicht einen vierfachen Punkt hat, unendlich viele gerade 
Linien, welche die Doppelcurve in drei distincten Punkten schneiden, mit der 
Flfiche sechs Punkte gemein haben und daher ganz auf der Fläche liegen 
mOssen. 

Der Kegel nämlich, fOr welchen eine Raumcurve Leitlinie ist, und 
dessen Mittelpunkt ein Punkt der Curve ist, hat fär alle Raumcurven von hö- 
herem als dem vierten Grade Doppelkanten. Unter diesen sind, wenn der 
Punkt auf der Curve nicht in singuldrer Lage gewählt wird, und die Curve, 
ist sie vom fünften Grade, nicht etwa einen dreifachen Punkt, ist sie vom 
sechsten Grade, nicht etwa einen vierfachen Punkt, ist sie vom i»*''" Grade, 
nicht einen (is— 2 J fachen Punkt besitzt, jedesmal solche enthalten, welche die 
Curve in drei distincten Punkten schneiden. 

Eine Doppelcurve sechsten Grades mit einem vierfachen Punkte kann 
aber eine irreducible Fläche fünften Grades aus dem Grunde nicht haben, weil 
der vierfache Punkt der Doppelcurve zugleich ein vierfacher Punkt der Fläche 
und der Kegel zweiten Grades, auf welchem die Curve liegt, reducibler Theil 
der Fläche sein würde. 

Diese Schlussweise kann nicht ohne Weiteres auf alle Fälle ausge- 
dehnt werden, in denen die Doppelcurve sechsten Grades in Curven niederer 
Grade zerfällt; eine genauere Untersuchung zeigt aber, dass der obige Satz 
auch in diesen Fällen noch richtig bleibt. 

C. Die Doppelcurve sechsten Grades der geradlinigen Flächen fünften 
Grades und erster Klasse kann nun auf mannigfache Weise zerfallen. 

Einige der hierbei möglichen Fälle wollen wir hier näher betrachten. 

Es sei zunächst auf der Fläche eine dreifache Leitgerade vorhanden. 

Sind pi = und ^i = die Gleichungen zweier durch die dreifache 
Leitgerade gehenden Ebenen, so lässt sich jede andere durch dieselbe gehende 
Ebene durch die Gleichung pi^i + ^i =0 darstellen. 

Eine solche Ebene schneidet aus der Fläche zwei Erzeugende aus, 
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4to ^roft ier Leitenden im AUgemeineii verschieden sind; su jedem Werthe 
^im ii geliören also zwei Werthe von /i; zn jeder Erzengenden, also auch 
m jedem Werthe von /j gehört aber nnr eine Ebene, die durch die Leitge- 
rade geht, also auch nur ein Werth von lg. 

Hieraus folgt, dass li eine rationale Function zweiten Grades von /i ist. 

Die zwischen li und fi bestehende Gleichung kann man durch lineare 
Substitution beider Variabein auf die Form 

bringen. Denkt man sich dies ausgefDhrt, so erhftlt man als allgemeine Glei- 
chungen einer geradlinigen Fläche fflnften Grades mit einer dreifachen Leit- 
geraden 

P<'+? = 0, 

afi+bf+b't'i'a' = 0; 

iaq-b'p)t +(bq--a'p) = 0, 

{aq-b'pfq+{a'p'-bqyp = 0. 

Die beiden Ebenen p = und q = berfihren die Flftche jede l&ngs einer 
Geraden. 

[Gehen durch jeden Punkt der dreifadien Geraden nicht drei, sondern 
nur zwei oder nur eine von derselben verschiedene Erzeugende, so ist die 
dreifache Gerade eine besondere Lage der Erzeugenden oder eine Doppel- 
erzeugende der FlAche, und die Gleichung af+bf+b't+a' = muss dann 
für einen oder für zwei Werthe von t eine durch die dreifadie Gerade ge- 
hende Ebene darstellen, oder die Form haben: 

(ae+bl+c}{t-t^)+ap^ßq = 0, 

Ausser der dreifachen Geraden p = 0, q = enthftlt die Fliehe als 
Doppelcurve die Raumcurve dritten Grades, in welcher sich die Flfidien 

aq-b'p^O, Ä^-a> = 0, aa'-bb'^O 

schneiden; dieselbe hat mit der dreifachen Geraden zwei Punkte gemein. — (OL) 
Diese Gurve dritten Grades kann nun in einen Kegelschnitt und eine 

Gerade oder in drei Gerade zerfallen. 

Damit dieselbe in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfalle, ist noth- 

wendig und hinreichend, dass die beidmi FlAdien aq—b'p^O und bq—a'p^^Q 

aufier der Geraden p "= 0, q^O noch eine Gerade der andermi Schaar ge- 
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mein haben; wird diese durch die Ebene pA^-f g=:0 ausgeschnitten, so hat 
man die identische Gleichung 

Unter dieser Voraussetsung ist, ebenfalls identisch, 

aq-b'p = Mbq-a'p)+ia''X^,b-fi^p)(plo+q), 

und es liegt der beiden Flfichen gemeinschafUiche Kegelschnitt in der Ebene 
a—Xob-^jUQp = # =r 0. 

Wir haben dann als Gleichung der Flfiche 

[*(pÄt,+?)+^ü(6?-a»p^+(6y-.a»> = 0. - (IV.) 

Die Gerade pK+q = 0^ a' 4. 6ilo = ist in diesem Falle eine doppelte Erzeu- 
gende der Fläche. 

'Haben beide Flfichen zweiten Grades aq—Vp^O und bq--a'p = vier 
Gerade gemein, zwei von jeder Schaar, so ist diejenige Gerade, welche mit 
;i = 0, 9 = zu derselben Schaar gehört, eine zweifache Leitlinie, während 
die beiden anderen Doppelerzeugende der Flfiche sind. 

Wir erhalten die allgemeine Gleichung dieser Flfiche aus der vorigen, 
wenn wir die Bedingung hinzufQgen, dass die Ebene « = durch zwei Er- 
zeugende der Flfiche bq—a'p^O hindurchgehen soll. 

Wird die eine derselben ausgeschnitten durch die Ebenen pJii+q = 0^ 
a'+6ili=:0, so hat die Gleichung der Ebene $ die Form 

$ ^ a{pl,+q)+ß{a'+bl,), 

und diese Ebene schneidet die Flfiche noch in der Geraden 

Dann ist identisch 

bq-a'p = ß(X^^X^^ [9{pK+q)-r{pl, + q)]. 

Schreibt man nun p' fQr plo+q, q' fflr pK+99 so erhfilt die allgemeine Glei- 
chung der Flfiche die Form: 

(/ip'$-vq'rfq^{liiy$^v'q'ryp = 0, 

worin /ji^, v, fjt', v' willkflrliche Gonstanten bezeichnen; f = 0, q = ist die 
dreifache, r=0, «=0 die zweifache gerade Leitlinie, J9'=0, r==0 und ^=0, 
# = sind Doppelerzeugende der Flfiche. — (V.) 

Die beiden Flfichen zweiten Grades können sich auch Ifings der Ge- 
raden p = 0, 9 = berflhren, dann ist in dem Ausdrucke fQr s die Constante 

5» 
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ß gleich Null zu setzen, und wir erhalten als allgemeine Form der Gleichung 
der Flache 

{x^{bq ^a'p) + ap'qjq+ibq-a'pfp = 0. 

Dann enthält die Flftche neben der dreifachen geraden Leitlinie eine überall 
unendlich nahe zweifache gerade Leitlinie und ausserdem zwei in den Ebenen 
p'=0 und ^'=0 liegende doppelle Erzeugende. Das Hyperboloid 69— a'/i = 
berührt die Flftche Iftngs der Geraden /i = 0, ^ = und schneidet diese als 
fünffache Gerade aus. 

Entwickelt man die obige Gleichung, so wird fär jeden Punkt in der 
Nähe der Geraden p = 0^ q = nur das Glied 

(p+^q){bq-a'pr 

unendlich klein von der dritten Ordnung. Die Ebene p + ^)9 = ist eine 
Tangentialebene der Fläche Iftngs dieser Geraden ; dieselbe schneidet aus der 
Flftche diese Gerade vierfach aus. 

Die beiden anderen Tangentialebenen der Flftche in jedem Punkte dieser 
Geraden fallen jedesmal mit der Tangentialebene der Flftche bq—a'p = 
zusammen. 

Man kann daher sagen, dass die betrachtete Flftche längs der Geraden 
p r= 0, 9 = des Hyperboloids bq —a'p = sich selbst berühre. 

Jede durch die Gerade p = 0, 9 = gelegte Ebene schneidet aus der 
Flftche zwei sich auf der Leitgeraden schneidende Erzeugende aus. Denkt 
man sich einen Theil der Flftche durch stetige Verftnderung der einen dieser 
Geraden, einen zweiten durch stetige Verftnderung der zweiten Geraden er- 
zeugt, so berühren sich beide Theile, und es rechtfertigt sich die gebrauchte 
Bezeichnung SelbstberUhrung für diese Singularität der Fläche. — 

Die hier betrachtete Singularität ist dieselbe, welche Herr Cayley in 
seinem SecondMemoir om Skew Surfaces otherwise Scrolk, Phil. Trans, vol. 154, 
(1865) pp. 559 — 577 als Ime twofold bezeichnet. 

Auf einen allgemeineren Fall als den betrachteten, der sich von ihm 
durch Wegfall der beiden Doppelerzeugenden unterscheidet, werden wir in 
$. 4 zurückkommen. 

Wir betrachten nun den Fall, in welchem die geradlinige Fläche 
fünften (trados eine doppelte Leitgerade hat. 

Durch eine Ueberlegung, welche der im vorigen Falle der dreifachen 
Lollgoradan durchgefDhrten ganz analog ist, zeigt man, dass man aus dem 
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allgemeinen Falle den vorliegenden erhfilt, wenn man festsetzt, dass die Ebenen 
a ^ 0, 6 = 0, 6' = 0, a =0 durch dieselbe Gerade gehen. 

Die Doppelcurve, welche die Fläche ausser der doppelten Leitgeraden 
half ist vom fänften Grade; dieselbe hat, ebenso wie im allgemeinen Falle 
die Doppelcurve sechsten Grades, einen dreifachen Punkt und liegt daher auf 
einem Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt dieser dreifache Punkt ist. 
In Folge dessen gehört sie zur rationalen Klasse und hat demnach ausser dem 
dreifachen Punkte noch drei scheinbare Doppelpunkte. iMit der doppelten 
Leitgeraden hat dieselbe zwei Punkte gemein. Umgekehrt ist jede Raumcurve 
fünften Grades mit den genannten Eigenschaften im Verein mit einer dieselbe 
zweimal schneidenden Geraden Doppelcurve einer geradlinigen Flfiche fünften 
Grades. — (VI.) 

[Von jedem Punkte der Geraden gehen nämlich zwei von der Geraden 
verschiedene die Curve fünften Grades zweimal schneidende Strahlen aus, und 
in jeder durch die Leitgerade gelegten Ebene liegen drei derselben.] 

Die Curve fünften Grades kann nun dadurch zerfallen, dass eine dop- 
pelte Erzeugende auftritt. Diese Doppelgerade muss, weil sie auf dem Kegel 
zweiten Grades liegt, durch den dreifachen Punkt hindurchgehen; der Rest 
der Doppelcurve ist eine Curve vierten Grades mit einem Doppelpunkt, welche 
von der doppelten Leitgeraden in einem Punkte geschnitten wird. Umgekehrt 
ist auch eine Raumcurve vierten Grades mit einem Doppelpunkte im Verein 
mit einer Geraden, von der sie einmal geschnitten wird, Doppelcurve einer 
geradlinigen Fläche fünften Grades, welche ausserdem eine doppelte Erzeu- 
gende enthält. — (VII.) 

Wir nehmen nun an, die Doppelcurve sechsten Grades zerfalle, ohne 
dass sich Leitgerade unter den Theilen befinden. 

In zwei Curven dritten Grades kann die Doppelcurve sechsten Grades 
ans dem Grunde nicht zerfallen, weil die eine derselben von jeder Erzeugen- 
den zweimal geschnitten werden mfisste. Diese Bestimmung würde die andere 
Raumcurve einfach lassen. 

Wir nehmen also an, die geradlinige Fläche habe einen doppelten Kegel- 
schnüt; der Rest der Doppelcuree ist eine Cnrve eierten Grades und zwar mit 
einem Doppelpunkte, durch welchen der doppelte Kegelschnitt hindurchgeht. 
Ausserdem hat der Kegelschnitt noch zwei Punkte mit der Raumcuree vierten 
Grades gemein. — (VIIL) 

Dies folgt daraus, dass die Doppelcurve einen dreifachen Punkt haben 
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£e Eherne des doppelten Kegelschnitts, welche aus der 
Flidie MT BMk cflie EriNgMde ausschneidet, keinen mehrfachen Ponkt ent- 

kHB^ dbr nkkl md den Kegelschnitt selbst liegt. 

DiefCMHiMiBednigiBg«! sind anch daffir hinreichend, dass ein Kegel- 
Imt RauMvnre Tierten Grades mit Doppelpunkt Doppelcnrve einer 
Fliehe ffenfken Grades sei. 

Da wir Toransgesetst hatten, dass die FlSche keine mehrfache gerade 
Liilliirir M^hahe, enthilt sie entweder eine einfache gerade Leitlinie oder 
MMi <p m ftic iw Leitkegelschnitt. 

lai ersteren Falle lassen sich die Gleichungen der Erzeugenden, wenn 
wir in den reciproken Gebilden äbergehen, auf die Form 

aC+bf+c = 0, 
pt+q = 
WingM« 

Betrachtet man nun die einfache Leitgerade und die Doppelcnrve vierten 
Grades als Leitlinien fflr einen Strahl, welcher die Leitgerade einmal und die 
Curve vierten Grades zweimal schneidet, so flberzeugt man sich, dass ausser 
der geradlinigen FlAche fflnften Grades noch eine geradlinige FlAche bestimmt 
wird, da die Curve vierten Grades zwei scheinbare Doppelpunkte hat und 
demnach von jedem Punkte der Leitgeraden zwei Strahlen ausgehen. 

Eine Gerade und eine Curve vierten Grades mit zwei scheinbaren 
Doppelpunkten bestimmen auf diese l¥eise im AUgemeinen eine geradlinige 
Fliehe achten Grades; denn jede durdi die Gerade gelegte Ebene schneidet 
vier Do)>pelpunkte aus, entsprechend sechs Geraden, und die Gerade selbst ist 
•Ine doppelte. 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche flinflen Gradee eine einfache Leit^ 
gerade und eine Dappelemre vierten Gradee, $o gehl durch dieee beiden Urnen 
noch eine geradHnigi Fläche dritten Gradee, can der jede Erzeugende die Leit-^ 
gerade einmal und die Dcppelcurte tierten Gradee zweimal echneidet. 

Wir erhalten auch umgekehrt den Satz: 

Die einfache Leitgerade einer geradlinigen Fläche dritten Qradee 6e- 
etimmt mit Jeder Vurpe vierten Gradee mit zwei echeinbaren Doppelpunkten, 
die auf der Fläche Hegt^ aueeer der geradlinigen Fläche dritten Gradee knAUge^ 
meinen noch eine geradlinige Flädke fünften Gradee mit doppeltem Kegelschnitt. 

Man Kann bekanntlich auf jeder geradlinigen Flfiche dritten Grades 
bi»llt^hlg vitale aolohe Curven vierten Grades erhalten, welche alle einen Dop- 
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pelpunkt haben, indem man durch einen Kegelschnitt der Flftche, oder durch 
zwei auf der Doppelgeraden sich schneidende Erzeugende eine Flfiche zweiten 
Grades legt; diese schneidet eine Curve der verlangten Beschaffenheit aus. 

Umgekehrt kann man durch jede Raumcurve vierten Grades mit einem 
Doppelpunkt beliebig viele geradlinige Flfichen dritten Grades legen. Durch 
den Doppelpunkt ziehe man eine Gerade, so ist der geometrische Ort der 
Strahlen, welche die Gerade einmal und die Curve zweimal schneiden, eine 
geradlinige FlSche dritten Grades. 

Ganz analog kann man verfahren, indem man zwei Kegelschnitte, die 
sich in zwei Funkten schneiden, an die Stelle der Curve vierten Grades setzt. 

Die einfache Leitgerade der geradlinigen Flftche dritten Grades, die 
man erhftlt, bestimmt mit den beiden Kegelschnitten ausser dieser Flftche dritten 
Grades noch eine geradlinige Fläche ffluften Grades, welche neben diesen bei- 
den Doppelkegelschnitten noch einen dritten Doppelkegelschnitt besitzt. — (IX.) 

Wir gehen nun zur Betrachtung des anderen Falles über, in welchem 
die geradlinige Fläche einen einfachen Leitkegelschnitt und einen Doppel- 
kegelschnitt besitzt. Drücken wir die Coordinaten beider Kegelschnitte ra- 
tional durch je einen Parameter, / und s aus, so lassen sich dieselben stets 
so wählen, dass die zwischen ihnen bestehende Gleichung die Form i = f hat. 

Gehen wir zu den reciproken Gebilden über, so erhalten wir als Glei- 
chungen der Erzeugenden 

at*+be+c = 0, 
pf + qt+r = 0; 
die Ebenen, welche durch diese Gleichungen dargestellt werden, umhOllen die 
Kegel 6^— 4ac = und q^—4tpr = 0. 

Damit durch die beiden Gleichungen eine geradlinige Fläche fünften 
Grades bestimmt werde, ist erforderlich, dass für einen bestimmten Werth 
/ = A) die beiden Kegel eine gemeinsame Tangentialebene haben, — oder 
dass ein Punkt des einen Kegelschnitts mit seinem entsprechenden Punkte im 
anderen Kegelschnitte zusammenfalle. Wir setzen also voraus, dass identisch 
die Gleichung stattfinde 

aß+6«S+c = p^ + qtv+r. 
Dann erhält man als gleichbedeutend mit den obigen Gleichungen die folgenden : 

E=.la{e+Q + b-p]{t+U.)-q^O, 
E'=:^pe + qt+r = 0, 
at'+be + c = E(,t-lo) + E\ 
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Betrachtet man nun den Durchschnitt der Flfiche mit der Ebene ^ = 0, so er* 

giebt sich 

a/^+a«+6-p = 0, 

pf+r = 0; 

d. h. die Erzeugende, welche dem Werthe t=^ti entspricht, geht durch den- 
selben Punkt der Ebene 5^ = 0, durch welchen die dem Werthe t = —li ent- 
sprechende Erzeugende geht; der von der Ebene ^=0 ausgeschnittene Kegelschnitt 

oder, wenn A) nicht gleich Null, 

ist also ein Doppelkegelschnitt der Flftche. 

Weil nun diese Fläche ebenso wie ihre reciproke einen Doppelkegel- 
schnilt enthält und ebenso allgemein ist, ist es nicht nöthig zu der reciproken 
zurfickzukehren ; wir bleiben also gleich bei dieser stehen. 

Die obige Formel zeigt, dass die Ebene 9 = die Erzeugende aus- 
schneidet, welche sich für f+^, = 0, / = — Ai ergiebt: 

Die Doppelcurve vierten Grades ergiebt sich als Durchschnitt der beiden Kegel 

p'-a(p^-qto+r) = 0, 

r'-c{p^-qt,+r) = 0, 

deren gemeinschaftliche Tangentialebene p^—qto+r^O ist, welche, wie ge- 
zeigt, die von der Ebene des doppelten Kegelschnitts ausgeschnittene Erzeu- 
gende enthalt. Weil die beiden Kegel eine gemeinschaftliche Tangentialebene 
haben, so folgt, dass ihr Durchschnitt wirklich einen Doppelpunkt hat, wie 
wir schon vorher geschlossen. 

Dass der Doppelkegelschnitt 

jf = 0, /ir—pc— ar<S = 

die Doppelcurve vierten Grades ausser in dem Doppelpunkte derselben p = 0^ 
^ = 0, r = noch in zwei ferneren Funkten schneidet, zeigt man analytisch 
wie folgt. 

Sotzt man in den Gleichungen der beiden Kegel ^ = 0, so ist 
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/>(p-a/3)--ar = 0; 


p _ a 


r p — atl ' 


r(r— c) — q!?«5 = 0; 


p __ r — c 


r et] * 


a r—c 


-öc— flr/S = 0. 



Der Fall <„ = 0, auf welchen wir ans den Fall to = oo zurfickgefOhrt denken, 
erheischt eine besondere Betrachtung, indem dann die Gleichung des zweiten 
Kegels identisch erfüllt ist. Selzt man jedoch für c seinen Werth 

so erhält die Gleichung des Kegels den identischen Factor ^; lässt man diesen 
fort, so ergiebt sich eine Gleichung, welche auch fQr A) = einen bestimmten 
Sinn behalt und dann in q^'-2rp+rb=^0 äbergeht. 

Aus dem zweiten Kegel ergiebt sich für ^ = 0, 6 — 2/? = 0. Diese 
Ebene schneidet die Ebene ^ = in einer Geraden, deren Durchschnittspunkte 
mit dem Kegel p^—ar auf dem Kegelschnitte ^ = 0, p(6— /?) — ar = liegen. 

Es entsteht nun die Frage, welche Ebene schneidet aus der Flftche 
den einfachen Kegelschnitt aus? 

Der dreifache Punkt der betrachteten geradlinigen Flache ist ein Funkt 
des doppelten Kegelschnitts, und zwar liegt derselbe auf der von der Ebene des 
doppelten Kegelschnitts aus der Fläche ausgeschnittenen Geraden; also ist 
die dreifache Tangentialebene der Fläche eine Tangentialebene des umschrie- 
benen doppelt berührenden Kegels 6^— 4ac = und enthält die durch dessen 
Mittelpunkt gehende Erzeugende der Fläche. 

Hiernach erhält man folgende Coqstruction der dreifach berährenden 
Ebene: vom Mittelpunkte a = 0, 6 = 0, c==0 des doppelt berührenden Kegels 
6^— 4ac = lege man an den einfach berührenden Kegel q^—Apr^O die 
beiden Tangentialebenen. Die eine derselben, p/o+9A)+r=0, ist beiden Kegeln 
gemeinschaftlich. Der anderen entspricht eine bestimmte Tangentialebene des 
Kegels 6^— 4ac = 0, welche aus derselben eine durch den Funkt a = 0, 6=0, 
c = gehende Erzeugende ausschneidet. Die zweite durch diese Erzeugende 
gehende Tangentialebene des Kegels 6^ — 4ac = ist die dreifach berührende 
Ebene der Fläche, welche aus derselben drei Erzeugende und einen einfachen 
Kegelschnitt ausschneidet. 

Da im allgemeinen Falle der einfache Kegelschnitt mit der Doppelcurve 
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sechsten Grades drei Punkte gemein hat und derselbe im vorliegenden Falle 
mit dem Doppelkegelschnitt einen Funkt gemein hat, so hat derselbe mit der 
Doppelcurve vierten Grades zwei Punkte gemein. 

Ein Kegelschnitt, welcher mit einer Raumcurve vierten Grades mit zwei 
scheinbaren Doppelpunkten zwei Punkte gemein hat, bestimmt mit derselben 
im Allgemeinen eine geradlinige Fläche s^ehnten Grades. 

Wir erhalten also den Satz: 

Liegen auf einer gerctdlinigen Fläche fünften Grades ein einfacher Kegel- 
schnitt und eine Doppelcfsrve eiertefi Grades, so geht durch diese beiden, Linien 
noch eine ssweile geradlinige Fläche fünften Grades hindurch , von der jede 
Erzeugende den Kegelschnitt dnmcU und die Doppelcurve vierten Grades zwei^ 
mal schneidet. 

Zu den geradlinigen Flächen ffinften Grades, welche einen doppelten 
Kegelschnitt und eine Doppelcurve vierten Grades besitzen, gehören auch die 
abwickelbaren Flächen fünften Grades. 

[Die Doppelcurve der abwickelbaren Flächen muss jedesmal zerfallen 
in die Rückkehrkante und eine eigentliche Doppelcurve; die letztere fehlt nur 
bei den abwickelbaren Flächen vierten Grades. Da auf einer abwickelbaren 
Fläche überhaupt eine Leitgerade nicht vorhanden sein kann, so müssen die 
abwickelbaren Flächen fünften Grades sich unter denen befinden, bei welchen 
ein Kegelschnitt reducibler Theil der Doppelcurve ist.] 

In Betreff der abwickelbaren Flächen fünfter Ordnung sei es gestattet, 
auf die schon genannte Arbeit des Verf. zu verweisen, wo auch die Literatur 
über dieselben möglichst vollständig angegeben ist. 

Wir benutzen die abwickelbaren Flächen, um den letztgenannten Salz 
an einem Beispiele zu erläutern, und stellen zu diesem Zwecke vorher einige 
auf dieselben bezüglichen Gleichungen zusammen. 

Gleichung der umhüllenden Ebene: 

at*+4be+6ce+ e -= 0. 
Jede Erzeugende liegt ferner auf den Ebenen: 

fl^' + SÄf +3c = 0, 

bt'i'ice+ 6 = 0, 
öf* -6c/'-36 = 0. 

Die Rückkehrkante ist Durchschnitt der Kegel 

ac+3c'==0, db'-4ac==0. 



Schwarz, iAer die geradlinigen Flächen ßinften Grades. 43 

Doppelter Kegelschnitt 6=^0, flk?-9c^ = 0. 

Einfacher Kegelschnitt e = 0, 3ac— 26^ = 0. 

Gleichung der abwickelbaren Fläche: 

a(ae + 3c7--6c(ae+3c^H36'-4ac;-3e(36'~4flc)' = 0. 

Durch einen Punkt des einfachen Kegelschnitts a : Z^ : c : e - 6 : — 3f : /^ : legen 
vrir eine durch die Doppelcurve vierten Grades gehende Fläche zweiten Grades 

{ae+Sc')-f{'Sb^-4ac) = 0. 

Die Tangentialebene derselben in dem betrachteten Punkte ist 

2at'+9he+i5cf+^e = 0. 

Dieselbe schneidet aus der Fläche zweiten Grades zwei Gerade aus. welche 
beziehlich in den Ebenen a/' + 36/+3c = und 2ai^+Sbt—Sc==0 liegen. 

Jede dieser beiden Geraden schneidet den einfachen Kegelschnitt ein- 
mal und die Doppelcurve vierten Grades in zwei unendlich nahen oder ge- 
trennten Punkten. Die erste Gerade gehört der abwickelbaren Flache an, die 
zweite aber erzeugt die geradlinige Fläche fQnflen Grades 

•iaf'+Qif -|-15c^f3e = 0, 

2af+Sbt - 3c =0, 

4a/* -24c<'-3e = 0, 

2bf+ Qcf-r e = 0. 

Die Ebene 6 = schneidet den doppelten Kegelschnitt der Fläche aus 6 = 0, 
ae+9c^ = 0. Die Gleichung der geradlinigen Fläche ist 

4a(ac+3c7~24c(ae+3r)(36'-4ac)~3e(36'-4flc)' = 0. 

Die Doppelcurve vierten Grades der betrachteten Flächen kann nun 
selbst wieder in zwei Kegelschnitte zerfallen, so dass dann die geradlinige 
Fläche fünften Grades drei doppelte Kegelschnitte besitzt. 

Die Bedingung hierfür stellen wir folgendermassen auf. 

Zwischen den sechs Ausdrücken a, 6, c, p, q, r besteht der Voraus- 
setzung zufolge die eine identische Relation 

««Ä + 6/5+C = p^-Vqtyy + r; 
weil es aber bloss vier homogene, von einander unabhängige Coordinalen giebl, 
so giebt es zwischen diesen sechs Ausdrücken noch eine solche identische 
Relation, welche wir gleich in die Form 

a^a—fc = Ip + uq-rvr 
setzen können. 

6» 
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Wir erbalteD tu den Glrieluoigeii der briden K^gel, welche dftrA 
die Doppeleorve hmdnrchgAen^ 

diejenige des dritten dorch die Doppeleorve gehenden Kegeb xwdten Gndce 
mit der Spitze f=^ 0, q = 0^ r = 0, 

Die Richtung der Tangenten der Cnrve im Doppelpnnht wird gegeben dnrch 
die Gleichungen 

K-^Ai + r = 0, aV'-/r^ = 0, 

Wenn also die Curve vierten Grades in zwei Kegelschnitte zerfUlt, mithin 
die Gleichung «V— ;^r^— (ip+/^9+yr)(/?^— ^lo+r) = das Prodnct zwder 
linearen Factoren ist, so müssen dieselben die Form haben 

ctp-rr+aip^t-qto+r) = 0, 

^p + rr+a^ip^'-qto+r) = 0. 

Wenn wir die Producte identificiren, ergiebt sich 

Finden diese Gleichungen statt, d. h. ist 

für irgend welche Werthe von a, y, fi, a^ so zerfällt die Doppelcurve vierten 
Grades in zwei Kegelschnitte, die zwei Punkte gemein haben. 

E$ giebt also geradlinige Flächen fünften Grades mit drei doppelten 
Kegelschnitten. Diese drei Kegelschnitte haben einen Punkt gemein und schnei- 
den sich M je »weien in noch Je einem Funkte. — (IX.) 

Oder umgekehrt: 

Legt man in die drei Seitenflächen p, q, r eines Tetraeders pqrs je 
einen Kegelschnitt, der durch die Ecken der Seitenflächen desselben hindurchr- 
geht, so sind diese drei Kegelschnitte im Allgemeinen die vollständige Doppel- 
curee einer geradlinigen Fläche fünften Grades. 

Es ist auch möglich, dass die drei Punkte, in welchen sich die drei 
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Kegelschnitte zu je zweien schnöden, in einen zusammenfallen, dass also die 
Ebenen der drei Kegelschnitte durch dieselbe Gerade gehen. 

In diesem Punkte haben jedoch die drei Kegelschnitte nothwendig eine 
gemeinschaftliche Tangentialebene, während sie eine solche in dem anderen, 
ihnen^gemeinsamen Punkte nicht haben därfen, weil sonst die Fläche zweiten 
Grades, auf welcher die drei Kegelschnitte in diesem Falle liegen wurden, 
ein reducibler Theil der geradlinigen Fläche fünften Grades sein würde. 

Eine solche Fläche hat nun im Allgemeinen einen einfachen Leit- 
kegelschnitt, welcher mit je zweien der Doppelkegelschnitte noch je eine 
zweite geradlinige Fläche fünften Grades bestimmt. — 

Ein anderer Grund des Zerfallens der Doppelcurve sechsten Grades 
der atigemeinen geradlinigen Fläche fflnflen Grades und erster Klasse ist der, 
dass Doppelerzeugende auftreten. 

In dem Falle, dass sich auf der Fläche eine gerade Leitlinie befindet, 
durch deren jeden Punkt nur eine Erzeagende geht, kann eine Doppelerzeu- 
gende nur auftreten, wenn sie mit der Geraden zusammenfällt. 

Ist auf der Fläche ein einfacher Kegelschnitt vorhanden, so muss 
die Doppelerzeugende, wenn eine solche vorhanden, in der Ebene dieses 
Kegelschnitts liegen; mehr als eine solche kann es in diesem Falle nicht 
geben. — (X.) 

Eine geradlinige Fläche fünften Grades kann auch eine dreifache Er- 
zeugende haben. 

Jede Ebene, welche durch eine dreifache Erzeugende einer geradlini- 
gen Fläche fünften Grades geht, schneidet aus der Fläche noch ein Gebilde 
zweiten Grades aus. Da nun, wie oben bemerkt, auf einer geradlinigen Fläche 
fünften Grades höchstens ein einfacher Kegelschnitt liegen kann, so müssen diese 
Gebilde zweiten Grades in zwei Gerade zerfallen, und es ist daher die dreifache 
Gerade zugleich eine gerade Leitlinie für die Erzeugenden der Fläche; als solche 
kann dieselbe nur vom ersten Grade sein; da mit ihr die Erzeugende dreimal 
zusammenfällt, so ist diese Linie überhaupt eine vierfache Gerade der Fläche. 

§. 3. 

Besondere Betrachtung der zur zweiten Atemannschen Klasse gehörenden 

geradlinigen Flächen fünften Grades. 

In der allgemeinen Betrachtung der geradlinigen Flächen fünften Grades 
ist gezeigt worden, dass die Flächen der zweiten Klasse stets eine unendliche 
Schaar von Curven dritten Grades ohne Doppelpunkte enthalten. 
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Es ist also hier die Aufgabe zu lösen, zwei ebene Curven dritten 
Grades, — die nicht in derselben Ebene liegen, — in allgemeinster Weise 
reciprok so aufeinander zu beziehen, dass einem jeden Punkte der einen ein 
Punkt der anderen entspreche. 

Damit dann durch die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte 
beider Curven eine geradlinige FIScbe des fünften Grades bestimmt werde, 
ist erforderlich, dass ein Punkt der einen Curve zusammenfällt mit dem ihm 
entsprechenden Punkte der anderen Curve. 

Wir lösen die genannte Aufgabe durch rein algebraische Betrachtungen. 

Die beiden Curven dritten Grades seien in ihren Ebenen gegeben durch 
die Gleichungen 

x: jf :ä =1 :# :}'«/'j(0; V^if= 4/^-5^2' -^s, 

Jedem Werthe von t entsprechen zwei Punkte der ersten Curve; jedem 
Punkte der ersten Curve soll ein Punkt der zw^eiten Curve entsprechen, 
jedem Punkte der zweiten Curve entspricht ein Werth von s: also entsprechen 
jedem Werthe von t zwei Werthe von s. Ebenso wird gezeigt, dass jedem 
Werlho von t zwei Werthe von t entsprechen. Es besteht also zwischen s 
und t eine Gleichung, die in Bezug auf beide vom zweiten Grade ist: 






-r*' 



Den Werlhen von /, för welche tf;i{t)=^0 ist, sowie dem Werthe /=oc ent- 
spricht nur ein Punkt der Curve, also auch nur ein Werth von s; es darf 
sich daher auch nur ein Werth von s aus dieser Gleichung ergeben; also ist 
die Discriminanle g'^^-fh von V'iCO ^^^ durch einen constanteu Factor ver- 
schieden; dasselbe gilt für g'^—f'h' und V'a(*J- 

Bezeichnen wir den Werth von e, der dem Werthe t = co entspricht, 
mit «on und mit <i, den Werth von t, der dem Werthe s = oo entspricht, — 
den Fall, dass die Werthe « = oo, t = oo einander entsprechen, betrachten 
wir nachher gesondert — , so hat die Gleichung die Form 

(<—<„)^(*-ti,)*+ Glieder, die $^ und (^ nicht mehr enthalten: 
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Die Discrimiflanten sind 

4f5(/-«u)'-rf'(«-0'+4a6(/-/u)+46^ 

Die Consiante h Knnu nicht gleich Null werden, ohne dass c gleichzeitig Null 
wird; sonst wäre s rational ausdruckbar durch t und /4c(/— ^)- rf' und nicht 
durch / und >/i/'/. 3Vir nehmen an, weder 6 noch c sei gleich Null; dann 
kann man durch die Substitution /-~<u = ^(''— 0^ «— «ü= ^(*'~*o) und zweck- 
mässige Wahl von x und l bewirken , dass in der neuen Gleichung V = d 
wird; wir schreibea also, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun 

[(«-'0(*-*ü)-ar-46(j^~«„}~46(<-f,) + rf6 = 0. 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafär, dass die Dis- 
criminanteu in reducirter Form auftreten, sind 

Die Discriminanten sind dann 

6[4^-(12A',--4a)«~(-8ß+2a<o-46)], 

also haben beide Curven dieselben Invarianten, und es ist V^i(0 = V^sCO *)• 

Hieraus folgt, dass die beiden Curven dritten Grades einander pro- 
jectiviscb sind, d. h. dass die eine als eine Centralprojection der anderen an- 
gesehen werden kann, weil die Gleichung der einen in Bezug auf die homo- 
genen Coordinaten xiyi^b 

äbereiuslimmt mit der Gleichung der anderen 

in Bezug out' die homogenen Coordinaten uitno. 

Wir haben also den Satz: 

Alle Curven dritten Grades , welche auf einer geradlinigen Fläche fitnften 
Grefes und zweiter Klasse liegen, können aus demselben Kegel dritten Grades 
ausgeschnitten icerden. 

Setzen wir 

6[4i^-(12/a-4a)<-(-8<J+2aA,~46)] = 6.v/(0 = 6(4/'-ff2«-^3), 
so, ergiebi sich 



*) Dies würde sieb auch aus den Sätzen des Herrn Äronhold (Monatsberichte der 
Acad. der Wissensch. 1861, pag. 462 n. f.) haben ableiten lassen. 
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4a = 12«-y,; a = ^, 46 = v(<„); 



, , - y 0.) + woxi - Q + Vrpöö) • mö 

Dem Werthe t = to und ]/v^(0 = VvCo) entspricht « = oo. 

Diese Formeln sind Ausdrücke des Additionstheorems der elliptischen 

Function ipu = x, welche durch die Differentialgleichung (-j-) = 4a^— gr^ar—gra 

und die Anfangsbedingung p{0) = oo definirt ist, und welche Herr Weierstrass 
in seinen Vorlesungen zu Grunde legt. 

Durch die angegebenen Formeln ist nun auch i^pis) bis auf das Vor- 
zeichen bestimmt, d. h. durch Tund |/v^(f) ausdrückbar; wir treffen nun die 
Bestimmung, indem wir nöthigenfalls tr mit — tr vertauschen, dass für den 

Punkt / = oD, welchem « = <,, entspricht, der zugehörende Werth von j/i^« 
auch dem Zeichen nach mit -^ipt^) übereinstimme. Wir setzen deswegen vor- 
aus, yv^A) sei nicht gleich Null und dem Zeichen nach fixirt. Dann gilt die 
Formel 

und man erhält die Ausdrücke von t und |/t//f durch s und ^tps mittelst 
Buchstabenvertauschung. 
Es ist ferner 

und 



<— 'o ' — «0 



entsprechend der Formel 

jp^(a — ti) + i/a __ p'(u)-\-p'a 

fCa—u^ — pa "" pu — pa 

Dass die Zeichenbestimmung richtig gemacht ist, davon kann man sich auf 
folgende Weise überzeugen. 

Aus den obigen Formeln ergiebt sich für Werthe von ty die <o b^*- 

nachbart sind, und für welche y^// mit yt/^^ dem Zeichen nach übereinstimmt: 
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und für anendlich grosse Werthe von t. 



• • • 
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Diese Werthepaare lassen eine andere Zeicbenbestimmung nicht zu. 

Wir denken nns nnn die eine Cnrve projectivisch so geändert, dass 
dieselbe der anderen congruent wird und darauf mit derselben zur Deckung 
gebracht. 

Es kann dies stets so geschehen, dass der Punkt i, }/tf/$ zusammenfällt 
mit dem Punkte / = ^, ytpt==-^tp9. 

Entspricht nun dem Punkte f = /i, iv^t^-'^xpti^ ein Punkt 9^1^^ 
ytf/8=^}/tpt2^ so sagen unsere Gleichungen aus, dass auch dem Punkte ^ = fj, 
jftps^'^y^ti der Punkt f = <29 ^rpl^^^y^ti entspreche. Es entspricht daher 
dem Punkte / = /i, }/yjt==yyjti der Curve dritten Grades derselbe Punkt 
f = l2, l/^/^y^fj, man möge ihn als der ersten oder als der zweiten Curve 
angehörig betrachten. 

Wir bezeichnen den Punkt 1 : A) : Vv^fti niit Xniyo-^t den Punkt 
\it:^y)t mit XizyiH^ und den entsprechenden Punkt \:8i\f\p$ mit a^:sf2:«29 
so tritt an die Stelle der Gleichung 

die folgende 

welche aussagt, dass die drei Punkte 

aJi:yi:»i; X2:y2i%2\ a?ü:yo:— »o 

auf einer geraden Linie liegen. Es geht also die Verbindungslinie je zweier 
entsprechenden Punkte der Curve stets durch denselben Punkt der Curve 

x:y:z = 1 :/o:— >V*o- 
Wir betrachten nun die Fälle, die wir oben ausgenommen hatten. 
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Enispricht dem Punkte t = ^ entweder < = cc oder ein Werth, fOr 
den ^(f) = ist. so besteht zwischen $ und / eine Gleichung, welche in Be- 
zug auf beide einzeln nur vom ersten Grade ist. Hierher gehört auch der 
Fall, dass in der zwischen $ und t bestehenden Gleichung die Conslanten h 
und c gleich Null werden, und diese Gleichung dadurch reducibel wird. 

Diese FfiUe kann man jedoch ohne Weiteres auf den behandelten da- 
durch zuröckfflhren , dass man z. B. die Gleichung der Curve t auf ein an- 
deres Coordinatendreieck bezieht, weiches eine andere Wendetangente als 
« = zu der einen Seite hat. 

Dies ist auf achtfache Weise möglich , ohne dass sich die Gleichung 
der Curve findert. Es entsprechen dann jedem Werthe von 9 im Allgemeinen 
zwei Werthe von t^ die zwischen ihnen bestehende Gleichung ist irreducibel, 
und dem Werthe « = oc entspricht ein Werth f = fo^ welcher nicht oc ist, und 
für welchen xpl nicht gleich Null ist. 

« 

[Entspricht dem Werthe « = cx;, /=<x) oder eine Wurzel der Glei- 
chung, welcher die Wendepunkte der Curve dritten Grades genflgen, 

welche zugleich die Drittheilung der ganzen Perioden der elliptischen Inte- 
grale ergiebt, die von den Invarianten g^ und ^3 abhängen, — entspricht also 
einem Wendepunkte der einen Curve ein Wendepunkt der anderen, so werden 
die beiden Curven dritten Grades durch die entsprechenden Punkte einander 
projeclivisch zugeordnet, und man kann diesen Fall stets durch eine geeignete 

Coordinatenumwandlung auf den Fall t = /^ ^xps^'^y^t bringen.] 

Wir erhalten nun folgende allgemeine Construction ffir die geradlinigen 
Flächen fünften Grades und zweiter Klasse: 

Auf einer ebenen Curve drillen Grt^dei nehme man einen Punkt fest 
an; so wird. jedem Punkte der Curve ein anderer zugeordnet y der auf der 
Curve und mit dem betrachteten und dem festen Punkte in gerader Linie liegt. 
Man denke sich nun die Curve dritten Grades doppelt, so wird jedem Punkte 
der einen Curve ein nicht mit ihm zusammenfallender Punkt der anderen Curve 
eindeutig zugeordnet. Hierauf denke man sich die Ebenen beider Curven ge- 
trennt und die eine Curve in ihrer Ebene coUinear verwandelt. 

Lässt man sodann einen Punkt der einen Curte mit seinem entspre- 
chenden Punkte auf der anderen , Curve zusammenfaUeny so ist der geometrische 
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Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte beider Gurren im Allgemeinen 
eine geradlinige Fläche fünften Grctdes und zweiter Klasse. 

Die Ebene einer Curve dritten Grades enthält bei der erwähnten Con- 
strucfion aosser dieser Curve noch zwei Erzeugende der Flftche; der ebene 
Schnitt enthalt also überhaupt 3 + 3+1=7 Doppelpunkte. Davon gehen ab 
zwei Berflhrungspunkte der Ebene mit der Fläche, also bleiben fOnf Doppel-* 
punkte, welche der Fläche angehören. 

Die DoppelcunDe der betrachteten Flächen ist vom fünßen Grade. — (L) 

Durch jeden Funkt der Doppelcurve gehen zwei Erzeugende der Fläche, 
deren jede die Doppelcurve noch in zwei Punkten schneidet. Der Kegel, 
welcher die Doppelcurve zur Leitlinie und einen Punkt derselben zum Mit- 
telpunkt bat, hat demnach zwei Doppelkanten, und da derselbe vom vierten 
Grade ist^ so gehört die Curve im allgemeinen Falle in die Klasse ^ = 1. 

Die reciproke Fläche der betrachteten ist von derselben Natur und hat 
also auch eine Doppelcurve fünften Grades. 

Wir folgern hieraus, zu der ursprünglichen Fläche zurückkehrend, dass 
durch jeden Punkt des Raumes fünf Ebenen gehen, welche aus der Fläche 
zwei Erzeugende ausschneiden. Für jeden Punkt der Fläche haben drei die- 
ser Ebenen die durch diesen Punkt gehende Erzeugende gemein; die zwei 
übrigen schneiden aus der Fläche zwei durch diesen Punkt gehende Curven 
dritten Grades aus. 

Wir erhalten also den Satz: 

Im allgemeinen Falle gehen durch jeden Punkt der betrachteten Fläche 
zwei ebene Cureen dritten Grades hindurch. 

Wenn die Doppelcurve fünften Grades zerfällt, so ist nolhwendig unter 
den Theilen eine doppelte oder eine dreifache Gerade; denn sie kann nicht 
zerfallen in einen doppelten Kegelschnitt und eine Raumcurve dritten Grades ; 
der Kegelschnitt würde eine einfache Linie der entstehenden Fläche werden. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades eine dreifache gerade 
Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im Allgemeinen einen doppelten Kegel- 
schnitt, welcher die dreifache Gerade in einem Punkte schneidet. Und jede 
solche Fläche, deren fdlgemeine Gleichung 

{ap''bq}y+{ap-bq)s.pY+9''g'p"W" = <> 
ist, worin p, q, p\ q', p'\ q'*y /?'", g'" durch dieselbe Gerade gei^en^ ist eine 

geradlinige Fläche. — (II.) 

Der doppelte Kegelschnitt « = 0, ap—bq = kann auf dieselbe Weise, 

7» 
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wie im vorigen Paragraphen erörtert, in zwei Gerade zerfallen ; die eine da- 
Ton wird eine doppelte Leitgerade, die andere eine Doppelerzeugende der 
Fläche. - (lU.) 

Auch kann die doppelte Leitgerade der dreifachen Leitgeraden unend- 
lich nahe rticken. Es unterscheidet sich die dann entstehende FIftche bloss 
dadurch von der analogen im Torigen Paragraphen betrachteten, dass sie eine 
Doppelerzeugende weniger besitzt. 

Enthält die geradlinige Fläche fQnflen Grades eine doppelte gerade 
Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im Allgemeinen eine Doppelcurve 
vierten Grades mit zwei scheinbaren Doppelpunkten, welche von der einfachen 
Geraden in einem Punkte geschnitten wird. — (IV.) 

Umgekehrt ist auch jede Fläche ffinften Grades mit einer Doppelcurve 
vierten Grades und einer dieselbe in einem Punkte schneidenden doppelten 
Geraden eine geradlinige, denn jede durch die Doppelgerade gelegte Ebene 
schneidet noch eine Curve dritten Grades mit drei Doppelpunkten aus, welche 
also in drei Gerade zerfallen muss. — 

Jedes durch die Doppelcurve vierten Grades gehende Hyperboloid 
schneidet aus der Fläche zwei Erzeugende aus, welche sich auf der Doppel- 
geraden schneiden. 

Alle Ebenen, welche durch je zwei solche Erzeugende gelegt sind, die 
Tangentialebenen der Hyperboloide, umhfiUen einen Kegel zweiten Grades. 
Die reciproke geradlinige Fläche dieser Fläche ist also die vorhin betrachtete 
U. mit einem doppelten Kegelschnitt. 

Hat eine Fläche der zweiten Klasse eine doppelte Erzeugende, so 
schneidet eine durch dieselbe gelegte Ebene im Allgemeinen eine irreducible 
Curve dritten Grades aus. Der Schnitt einer solchen Ebene enthält demnach 
im Allgemeinen keinen Doppelpunkt, der nicht auf der Doppelerzeugenden läge. 

Hieraus folgt, dass die Theile der Doppelcurve nur ebene Curven sein 
können, deren Ebene durch die Doppelgerade hindurchgeht. Es sind diese, 
wie sich bei näherer Betrachtung ergiebt, eine dreifache und eine zweifache 
Gerade. — (UL) 

In diesem Falle werden alle Curven dritten Grades durch die Erzeu- 
genden der Fläche projectivisch. 

Es entsteht nun die Frage, welche Doppelcurve hat Oberhaupt eine ge- 
radlinige Fläche fünfter Ordnung, wenn die beiden Curven dritten Grades, die 
zu ihrer Construction dienen, durch die entsprechenden Punkte projectivisch sind? 
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Wir legen dorch den gemeinschaftlichen Punkt in der Ebene der einen 
Cnrve ein6 Gerade, in der Ebene der anderen Carve die entsprechende Gerade 
nnd durch beide Gerade eine Ebene. In dieser Ebene liegen swei Erzeu- 
gende der Flfiche. Nach einem bekannten Satze: 

^Haben zwei in verschiedenen Ebenen liegende projectivische ebene 

Strahlbflschel den Mittelpunkt mit einander gemein, so umhflllen alle 

Ebenen, welche durch je zwei entsprechende Strahlen beider Büschel 

gelegt werden, im Allgemeinen einen Kegel zweiten Grades,^ 

folgern wir, dass die definirten Ebenen, von denen jede zwei Erzeugende aus 

der Fische ausschneidet, einen Kegel zweiten Grades umhüllen. 

Die reciproke Flüche der eben betrachteten hat daher einen doppelten 
Kegelschnitt und ausserdem eine dreifache Gerade. 

Wir schliessen also mit Bezug auf die obigen Angaben, dass unsere 
Flüche im Aligemeinen eine zweifache Leitgerade und eine Doppelcurve vierten 
Grades besitzt, also mit IV. identisch ist. 

S- 4. 

Besondere BetrachtuDg der zur dritten üiemanngcben Klasse gehörenden 

geradlinigen Flüchen ftinften Orades. 

Bei der allgemeinen Untersuchung der verschiedenen geradlinigen 
Flüchen fünften Grades haben sich zwei Fülle ergeben, in denen die Flüchen 
zur dritten Klasse gehören. Der erste Fall ist der, dass die Flüche eine drei- 
fache und eine zweifache gerade Leitlinie besitzt und der zweite der, dass 
die Flüche eine dreifache gerade Leitlinie von der Beschaffenheit besitzt, dass 
jede durch dieselbe hindurchgelegte Ebene aus der Flüche zwei Erzeugende 
ausschneidet, welche sich auf der dreifachen Geraden schneiden. 

Wir werden zeigen, dass der zweite Fall als ein specieller Fall des 
ersten angesehen werden kann und beginnen mit der Betrachtung des ersten 
Falles. 

Bezeichnet )9il+9 = eine beliebige durch die dreifache Gerade ge- 
hende Ebene, rfi+s = eine beliebige Ebene durch die zweifache Leitgerade, 
so entsprechen jedem Werthe von X zwei Werthe von // und jedem Werthe 
von ,u drei Werthe von L Denn jede Ebene pX+q = schneidet aus der 
Flüche zwei sich auf der Geraden r = 0, s = schneidende Erzeugende aus, 
und jede Ebene rfi+8 = schneidet drei Erzeugende aus, die sich auf der 
Geraden )9 = 0, ^ = schneiden. Es besteht also zwischen X und fi eine 
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algebraische Gleichang f(X^fi)=^0^ welche in Bezog aaf iL yom dritten and 
in Bezug aof /i vom zweiten Grade ist. 

Aas dieser Gleichung erhfilt man die Gleichung der FlSche, wenn man 

— ^ für i und für /i setzt und darauf mit p^r^ multiplicirt. — 

Legt man durch eine Erzeugende eine Ebene, so schneidet diese im 
Allgemeinen aus der FlSche eine Curve vierten Grades mit einem Doppel- 
punkte aus. 

Mit Bezug auf eine solche Curve ergeben sich nun folgende Sitze. 

Faest man in einer ebenen Curee eierten Grades mit einem Doppelpunkte 
diesen Doppelpunkt und einen Punkt der Curee als Mittelpunkte zweier ge^ 
radlinigen ebenen StraMbUschel auf, so werden die Strahlen derselben durch 
die Punkte der Curve einander Eingeordnet. 

... r^ M j I Durchschnittslinien } ^ . . i:»f ^ . . 

so tst der Ort der { «r , . . .1 entsprechender Elemente eine gerade 

{ Verbmdungsgeraden ) '^ 

linige Fläche fünften Grades von der dritten Riemannschen Klasse. 

Man erhalt femer den Salz: 

Macht man eine Gerade projectieisch mit dem StrahlbUschel des Doppel^ 

punkts und lässt einen Punkt derselben mit einem der beiden ihm auf der 

Curve entsprechenden Punkte s^mammetifallen, so ist der geometrische Ort der 

Verbindungslinien entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades 

von der betrachteten Art. 

Ein analoger Satz gilt für eine Gerade, welche dem anderen Sirahl- 
büschel projeclivisch ist und durch den Doppelpunkt der Curve vierten Grades 
gelegt wird. — 

Beiläufig sei noch folgender Satz erwähnt: 

Jedes Hyperboloid, welches durch drei Erzeugende der Fläche geht, 
von denen nicht zwei einander schneiden, schneidet aus der Fläche noch zwei 
Erzeugende aus. 

Das Hyperboloid enthält nämlich die beiden Leitgeraden, hat also schon 
eine Curve vom Grade 3+2 + 3 = 8 mit der Fläche gemein. Da nun auf 
dieser ein Kegelschnitt nicht vorhanden ist, so muss es noch zwei Erzeu-> 
gende aus der Fläche ausschneiden. 

Wir gehen nun über zur Betrachtung des zweiten Falles. 
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Durch eine Erzeugende legen wir eine Ebene, welche eine Corve 
vierten Grades mit einem Doppelpunkte ausschneidet. Die Gleichung dieser 
Curve sei 

pqr^+2u^r+U4 = 0^ * = 0; 
j9 = 0, 9 = sind die Tangenten im Doppelpunkte; wir können annehmen, 
dass die beiden Ebenen f = und q = durch die dreifache Leilgerade hin- 
durch gelegt seien; th und ti« sind homogene Functionen dritten und vierten 
Grades von p und q. 

Jedem Punkte der dreifachen Geraden entspricht eine durch dieselbe 
gehende Ebene, welche die beiden Erzeugenden enthalt, die von dem Punkte 
ausgehen, also auch in der Ebene der Curve eine Gerade durch den Doppel- 
punkt; mithin entsprechen jedem Punkte der dreifachen Geraden zwei Punkte 
der Curve. 

Damit wirklich die so bestimmte Flüche nur vom fQnften Grade werde, 
darf dem Punkte, in welchem die dreifache Gerade die Ebene schneidet, nur 
ein Punkt der Curve in endlich grosser Entfernung entsprechen, sonst würden 
zwei Erzeugende in die Ebene eintreten; also muss der andere entsprechende 
Punkt der Curve unendlich nahe liegen. Hieraus folgte dass die Erzeugende 
in der Ebene der Curve vierten Grades eine Tangente der Curve im Doppel- 
punkte sein muss. 

Es sei 9 = 0, « = die in der Ebene « = liegende Erzeugende. 
Nun entspricht jeder Ebene pX+q=^0 ein bestimmter Punkt der dreifachen 
Leitgeraden; derjenige nSmlich, in welchem sich die beiden von dieser Ebene 
ausgeschnittenen Erzeugenden schneiden. Bestimmt man diesen Punkt durch 
den Werth der Constante /i in der Gleichung der durch den Punkt gelegten 
Ebene r|U-f« = 0, so entspricht jedem jn ein l und jedem X ein /i. Man 
kann nun die Ebene r = so wfihlen, dass sie durch den Punkt der drei- 
fachen Geraden hindurchgeht, der der Ebene p = entspricht, ihr Schnitt mit 
der Ebene « = aber unverändert bleibt; dann können wir unbeschadet der 
Allgemeinheit dem Punkte p = 0, 9 = 0, ri+* = die Ebene pl+q==0 
entsprechen lassen. 

Es ist aiso die dreifache Gerade projectivisch dem Strahlbüschel des 
Doppelpunktes, und es besteht nur der Unterschied ton der allgemeinen Con- 
slruction, dass ein Punkt der Geraden, der einem unendlich nahen Punkte des 
Doppelpunkts entspricht, mit dem Doppelpunkte zur Coincidens gebracht wird. 
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Es handelt sich nun dararo, die Gleichong der geradlinigen Fltche 
fiofxustellen. ^ 

Setzen wir in der Gleichung der Curve vierten Grades pl.-^-q^O^ so 
ergiebt sich 

worin mit €3 und €4 die ans tij und u^ durch die Substitution q^^pl her- 
vorgehenden ganzen Functionen dritten und vierten Grades von l bezeichnet 
sind. Hieraus ergiebt sich 

p _ — p,+yg;4'g4^ — X 

Wir bestimmen nun ausser der Ebene )9X+9 = eine zweite Ebene 
welche durch den Punkt )9 = 0, 9 = 0, rl-ft = und durch den Punkt 

'*+' = *' ''+ -..T^'!+M °''' •=" 

hindurchgeht, also die Ebene )9A+9 = in einer Erzeugenden schneidet 
Eine solche Ebene ist 



Diese Ebene bestimmt also f&r jeden Werth von l mit der Ebene pX+9» 
eine Erzeugende. Gehen wir zu der rationalen Form 

Aber, so erhalten wir als Gleichung der Flfiche, indem wir 1 eliminiren 

V,q-2{p9-'rq).ü^^{p9^rqfp = 0, 
wo ü^ und üi die oben mit ic« und %h bezeichneten homogenen Functionen 
von p und q sind. 

[Wenn die Curve vierten Grades eine Spitze an Stelle des Doppel* 
punktes hat, ist die allgemeine Gleichung der FlSche 

lJ^q-^{ps-rq).ü^+{p9-^rqfq = 0.] 
Wendet man auf diese FlScbe die Betrachtungen an, die im $. 2 auf 

einen speciellen Fall derselben ' angewandt worden sind, so ergiebt sich, dass 

die Fl&che sich Iftngs der Geraden p^O^ q = des Hyperboloids pe-^rq^Q 

selbst berflhrt. 

Diese SelbstberOhrung entspricht einer der dreifachen Leitlinie auf dem 

Hyperboloid flberall unendlich nahe gerflckten doppelten geraden Leitlinie. 

Jede Erzeugende der Fl&che berOhrt nfimlich das Hyperboloid und geht daher 

durch zwei unendlich nahe Erzeugende desselben. 
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Der besseren Uebersicht wegen folgt hier eine Zusammenstellung der 
einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften Grades, die wir in Bezug 
auf die Doppelcurve unterschieden haben. 

A. Geradlinige Flächen fünften Grades und erster algebraischer Klasse. 

(c = 0). 

Die Doppelcurve ist: 
I. eine vierfache Gerade, 
II. eine Raumcurve sechsten Grades mit einem dreifachen Punkte. 

III. eine dreifache Leitgerade und eine Raumcurve dritten Grades, 

IV. eine dreifache Leitgerade, ein Kegelschnitt und eine Doppelerzeugende, 
V. eine dreifache und eine zweifache Leitgerade nebst zwei Doppelerzeu- 
genden; specieller Fall: beide Leitgerade sind unendlich nahe gerückt; 

VI. eine zweifache Leitgerade und eine Raumcurve fünften Grades mit 
einem dreifachen Punkte, 

VII. eine zweifache Leitgerade, eine Raumcurve vierten Grades mit einem 

Doppelpunkt und eine Doppelerzeugende, 
VIII. ein Kegelschnitt und eine Raumcurve vierten Grades mit einem Doppel- 
punkt, 

IX. Verein dreier Kegelschnitte, 

X. eine Doppelerzeugende und eine Raumcurve fünften Grades mit einem 
zweifachen Punkte. 

B. Geradlinige Flächen fünften Grades und zweiter algebraischer 
Klasse. (p = l). 

Die Doppelcurve ist 
I. eine Raumcurve fünften Grades, 
II. eine dreifache gerade Leitlinie und ein doppelter Kegelschnitt, 

III. eine dreifache und eine zweifache gerade Leitlinie und eine Doppel- 
erzeugende, 

IV. eine zweifache gerade Leitlinie und eine ftaumcurve vierten Grades. 

C. Geradlinige Flächen fünften Grades und dritter algebraischer Klasse. 
(P = 2). 

Die Doppelcurve wird gebildet durch eine dreifache und eine zwei- 
fache gerade Leitlinie, welche einander auch unendllcfh nahe rücken können. 
Berlin^ im October 1866. 
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lieber die Transformation des zweiten Grades för 
die Abelsehen Functionen erster Ordnung. 

(Von Herrn Königsberger zu Greifswald.) 



i^ achdem ich den einfachsten Fall der Transformation zweiten Grades, 
in dem die Moduln der transformirten «9^- Functionen die doppelten der ur- 
sprünglichen sind, schon früher im 64'"" Bande dieses Journals als Anwendung 
der dort aufgestellten Ausdrücke für die i9^-Functionen mit //-fachen Argumenten 
und M-fachen Moduln behandelt, beabsichtige ich in der vorliegenden Arbeit 
die Theorie der Transformation zweiten Grades für die ^6elschen Transscen- 
denten erster Ordnung in ihrer ganzen Allgemeinheit zu entwickeln, indem 
ich die Ausdrücke der transformirten c^- Functionen, also auch die alge- 
braischen Beziehungen zwischen den Gränzen der yl6e/schen Integrale in der 
einfachsten Gestalt herstelle und sodann die transformirten Integralmoduln als 
Functionen der ursprünglichen ausgedrückt erhalte. Ich schliesse mit einer 
Anwendung dieser Theorie auf die Untersuchung der ^6e/schen Integrale 
erster Ordnung, die durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische 
Integrale reducirbar sind. 

Es sei das System von Differentialgleichungen vorgelegt: 



(1-) 



dx, da;, ^ (ja + ßy, ) dy, . (« + ßVt) <^y« 



fR(^ iW^ ]%(S,) Vfi.(y.) 



worin: 



(2.) 



) R{x) = x(l-aj)(l-c'x)(l-rar)(l-»w'x), 

'«.(»)*= y(l-y)(l-;f'y)(i-i'y)(i-iu'y), 

so gelten bekanntlich für den Fall, dass die durch die linken Seiten dieses 
Systems definirten ^6e/schen Transscendenten rationale Functionen zweiten 
Grades der aus den rechten Seiten desselben hervorgehenden ^6e/schen 
Fanctionen sein sollen, die nachstehenden für diese Transformation nothwen-- 
digen und hinreichenden Bedingungsgleichuugen , in denen ich mich der in 
meiner zweiten Abhandlung über die Transformation der ^66/schen Functionen 
(Band 65 dieses Journals) gebrauchten Bezeichnungen bediene: 
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Wenn: 



(3.) 



Wii = eii + ^iiT,i+(T2iri2, CÜ2I = (>2i + cri,r2i + cr2ir„, 

^12 = 9l2 + ^12 Tji + (722 ^12 ? Ö>22 = (>22 + ^12 '^21 +^22 '«^22 9 

«>i! = Pn + ^aTii + ^iiT,2, a>i, = pii + crii Tji + aii r22 , 

«> 12 = e'n + ^12 T"!! + ^22 ^12 9 "^22 = p22 + ^12 ''^21 + <^22 '''22 9 



gesetzt wird, so ergeben sich die Moduln der transformirten ^-Functionen aus 
den Gleichungen: 

während die Argumente derselben definirt sind durch: 

Die in den Ausdrücken (3.), (4.)9 (5.) vorkommenden ganzen Zahlen p, a, 
if\ & mfissen endlich noch die Gleichungen befriedigen: 

-2? ^ (Pia (>2a — 92a Pla) =0, i? ((Jja CTJ^ - (Tj^ (>; J = 0, 

(6. ) l i: (a,„ (t;„ - <;.,„ a\„) = 0, ^ ((>,„ ©;„ - aj„ <»;„) = 2, 

-^ , (Pl« 02a — ^2a pia) = 0^ -^ , (p2« «^i« — «^20 pia) = 2, 

o=l,2 a=l,2 

-^ , (pol <^.2 - C«2 ö„,) = 0, ^ (p,2 <, - a^ (»;,) = 0, 

(7.) ,' -^fpUfflj-pUO = 0, £,(QalO'al-Oal9al) = 2, 

f ^ (QalO'ai-OalQal) = 0, -^ , (PaJ <» " «^oJ (»1») = 2. 

Aus den hier angegebenen Ausdrücken gehen, wenn 

f ^{^1 ^ ^2)1 = ^ (^M ^2 ^ "^ll ^ "f 12 9 '^22)jl 

j X e ^+< ,(a,,fj,+tf,jüJV2T;,(a,,f>j+tf,jfjO(<ruü.+a„üJ+T;,(a,,f>,+cF„f>,)"J 

gesetzt wird, unmittelbar die folgenden von Hermite^) aufgestellten Glei- 
chungen hervor: 

*) Henmie, sur la tb^rie de la traniformation das fonoliosi Ab^lie&nes. 

8» 



oder: 
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stimmt sind: 



(13.) 



) ^=^.2k+. = (-ir+'^^o.,, 



Wir müssen nun auf eine nähere Untersuchung der bei alleiniger Benutzung 
der Gleichungen (9.) noch willkürlich gebliebenen Coefficienten yl„,o, ^,^i, A^^^^ 
Ji 1 eingehen, von denen sich zeigen wird, dass in gewissen Fallen noch eine 
Abhängigkeit unter ihnen stattfindet. 

Da die 77- Function abgesehen von einer Exponentialgrösse, die in Be- 
zug auf die Argumente ©i, f?2 eine gerade Function ist, eine i*^- Function mit 
dem Index l darstellt und ausserdem der Uebergang von Ci, v^ zu — ri, — <?.. 
auch f?',, f?2 in --<?1, — f?2 verwandelt, so gilt bekanntlich mit Benutzung der 
schon früher von mir gebrauchten Bezeichnungen die Relation: 

(14.) /7(-r„-f,2), = i^if'''''^'^''''n{f>,,f^,),, 

oder nach Einführung der oben für diese Function angenommenen Reihe: 

-^ Ä »/i|(-2'«-nt)',+(-^»-n)' J+-^ |(2m-fm)\,4-2(2m+m)(2ii-|-«)T,,f(2H n)'T,,| 

_ y^ 4 <'Tl(2m+m)'^+(2*-Fn)r^|+^[(2m+m)'/,j+2(:m|-m)(2ii-|-ii)rjj-|-(2«-in)V„| 

__ / I ^^^] ^\-^ ^^^^^^A ß'"^^^"*"+""^'V* (^'»-* «)'i]+ -^ L(2m+m)»r„+2(2m-Mii)(2» i ii)r,,+(2«-fii)»r„| 

woraus folgt: 

(15.) ^__„,_._. = (-l}'»''''+'»i"'^.,.. 

Stellen wir die eben erhaltene Relation mit den oben (12.) für die Coefficien- 
ten A hergeleiteten Gleichungen zusammen, so ergeben sich die nachfolgenden 
Beziehungen : 

(16.) ; x,-. = (-i)'^+"«'''+"'"'^-«-«,.., 

ans welchen wir den unter gewissen Umständen zwischen den vier Coeffi- 
cienten ^09 ^),i9 ^1,09 ^1,1 stattfindenden Zusammenhang folgern werden. 

Ich ordne die verschiedenen Fälle der Transformation zweiter Ordnung, 
wenigstens für die nachfolgende Untersuchung, in drei Klassen, während die 
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schliesslichen Resultate nur zwei wesentlich von einander verschiedene Haupt- 
klassen liefern werden. Diese drei Fälle mögen aus den Bedingungen ent- 
springen, dass entweder nt, n, p, q gerade Zahlen, oder m und n gerade, von 
den Grössen ij) und q jedoch mindestens eine ungerade, oder endlich von den 
Grössen m und n eine oder beide ungerade, während p und q beliebige Zahlen 
sein dürfen. 

Für die Annahme, dass die vier Grössen m, n, ^^, q gerade Zahlen 
sind, ergiebl sich, wenn a und ß die Zahlen oder 1 bedeuten, aus den oben 
stehenden Relationen die Gleichung: 

mit anderen Worten, es liefert, da die Coefficienten der Reihenentwickelung 
von /7(r,,«2)i nicht sämmtlich Null sein dürfen, die zu den Gleichungen (9.) 
hinzugenommene Bedingungsgleichung (15.) keine Relationen zwischen den 
Grössen 

-^0,01 -^0,1^ -^1,(19 -^1,1^ 

die also, so lange wir nicht andere specielle Eigenschaften der Function 
^{^1^^2)1 '^^ Betracht ziehen, von einander unabhängig bleiben. In diesem 
Falle wird sich also das transformirte t9 als eine Summe von vier Reihen in 
der Form: 

darstellen lassen, wenn jßi, R^^ Rz^ R^ unendliche Reihen bedeuten, welche 
aus den Gliedern der für die /7- Function angenommenen Reihe bestehen. 

Sind nun m, n gerade und von den Zahlen p und q entweder beide 
oder nur eine ungerade, so erhält man: 

A,^, = (^i)^+f^<\+^+^W.+fn\ni^^^^^^ 
woraus durch eine leichte Ueberlegung folgt, dass stets zwei der vier Grössen 

-4j,09 -^),19 -^1,0? -^1,1 

verschwinden müssen, so dass sich also die Function 77 in diesem Falle in 

der Form: 

^(«19 «2)2 = AiQi+A2Q2 

darstellen Ifisst, wenn Qi^ Q^ den obigen Reihen R analog sind. 
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Gehen wir endlich zur Betrachtung des dritten Falles Ober, in dem 
angenommen wurde, dass eine der Grössen tn, n oder beide ungerade Zahlen 
sein sollen, so würde z. B. die Annahme 

m = 2a+l, n = 2y, 
die Relationen liefern: 

d. h. es wären von den vrer Coefficienten ^,,„, ^,i^ ^1,09 ^1,1 nur zwei von 
einander unabhängig, eine Folgerung, die, wie man aus der Gleichung 

sieht, ganz allgemein für den Fall, dass von den Grössen m, n mindestens 
eine ungerade ist, statt hat, so dass also auch IT(f)i^V2)x sich auf die Form 
bringen lässt: 

n(f)i^t>2)i = CiSi + c.Sa, 

worin C,, C> noch zu bestimmende Constanten und Si, S2 unendliche Reihen 

von der oben angegebenen Gestalt bedeuten. 

Wir gelangen somit zu folgendem für die Theorie der Transformation 

zweiten Grades wichtigen Resultat: 

Wenn die vier Grössen m, n, ^, q sämmtlich gerade sind, so liefern 
die oben für die 77- Function aufgestellten Relationen (9.) und (15.) 
keine Beziehungen zwischen den Coefficienten A„, -4,,^,, ^,,„, ^,,1, so 
dass sich die mit der oben (8.) angegebenen Exponentialgrösse mnltipli- 
cirte «9^- Function des transformirten Systems als Summe von vier mit 
Constanten multiplicirten Reihen darstellt. Ist dagegen eine der Grössen 
m, n, ^, q ungerade, so lassen die oben zwischen den Coefficienten auf- 
gestellten Beziehungen nur zwei von ihnen unbestimmt, und man erhält 
die Function /7(rj , ^2)^ als Summe von nur zwei mit noch zu bestim- 
menden Constanten multiplicirten Reihen. 

Ich mache hier darauf aufmerksam, dass diese beiden verschiedenen 

Falle eine Eigenthümlichkeit der Transformation zweiter Ordnung sind, welche^ 

wie sich sehr bald zeigen wird, in dem Bestehen einer linearen Relation 

zwischen je drei Producten von zwei id^- Functionen, wie sie hier gebraucht 

werden sollen, ihren Grund hat. — 

Ich will femer nicht unterlassen zu bemerken, dass zu dem ersten der 
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beiden Hauptfälle stets das transformirte Fundamentaltheta aller von Hermite 
als Repräsentanten der nicht durch eine lineare Substitution aufeinander zurück- 
führbaren Systeme deiinirten Transformationen zweiter Ordnung gehört. Denn 
stellt man die Transformationszahlen in folgender Form zusammen: 



On 


(7|2 


— rT|o 


-^11 


Ou 


0,2 


— ^22 


On 


(f2l 


^22 


(>22 


(>21 



— Pll — (>I2 (>12 Pll 

SO sind die 15 Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen der Transfor- 
mation zweiter Ordnung durch die Schemata bestimmt: 

1 \ / 1 \ ; 2 i i' \ / 2 i i' 
)o i 0( jO 2 f Ol 1 ho 2 t" t 
*'' '^0020(001 0(002~iM0OiO 
0002)(o002''oooi )(oOOl] 

wenn i^ i\ /" die Werthe und 1 annehmen: woraus in Verbindung mit der 

Annahme 

fn\ = fni = n\rr..ni==0, 

welche das Fundamentaltheta definirt, die obige Behauptung unmittelbar als 

richtig erhellt. — 

Da die Darstellungen der /7<- Function einzig und allein aus der Be- 
rücksichtigung der vier für die Veränderung der Argumente um ganze Pe- 
rioden des ursprünglichen Systems aufgestellten Bedingungsgleichungen (9.), so- 
wie aus der Annahme hergeleitet sind, dass diese Function durch Veränderung 
der Argumente in die entgegengesetzten bis auf das Zeichen unverändert 
bleibt, so werden offenbar alle die Functionen, welche denselben Bedingungen 
genügen, vorausgesetzt natürlich, dass sie wie die Function 77 den Charakter 
einer ganzen Function haben, sich in eine ähnliche Form setzen lassen, in 
der die darin vorkommenden unendlichen Reihen dieselben sind, während 
die Coefficienten sich ändern, da sie von den anderweitigen speciellen Eigen- 
schaften dieser Functionen abhängen. 

Fassen wir nun den ersten Hauptfall in's Auge, für den die Bedin- 
gungsgleichungen, denen die 77- Function genügen muss, in 

/7(f?| + l,f^,);i = 77(f?,,f?,)25 
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übergehen, wahrend sie selbst nach den obigen Auseinandersetzungen die 
Gestalt annimmt 

SO sieht man leicht, dass sich die Reihen Ri^ A29 Rz^ R4 durch die Bemer- 
kung werden bestimmen lassen, dass den fflr IT{vi^V'i)x aufgestellten Bedin- 
gungen (18.) auch das Quadrat einer jeden d-- Function des ursprünglichen 
Abelschen Systems genügt, dass sich dieses also in eine der Gleichung (19.) 
analoge Form bringen lassen muss, in der A,, 72^, /I3, 72« dieselben Reihen 
bedeuten und nur die Coef&cienten 

-^,0 A),l -^1,0 -^1,1 

andere Werthe annehmen. Wählt man nun vier d^- Quadrate so, dass zwischen 
ihnen keine lineare Relation stattfindet, so erhalt man vier lineare Gleichungen 
zur Bestimmung von ßi, A,, Aj, Ti« und kann dann (19.) in die Form setzen: 

rSO'i \^(^i'>^^)l = («)^(<?M<?29'rii9'i^n9 1^22)2+ (/5)ö'(ri,f?2,Tn,ri2,Ta)/r 

( +{y)^ i^l 9 ^2 9 '^11 9 "^12 9 'J^22)y + (<J) ^ («1 9 ^2 9 ''^11 9 ^^n , T«)^, 

worin wir nur noch die Constanten (a), (/9), {y\ {^) zu bestimmen haben. 

Wenn man für Vi^ «2 vier Substitutionen in halben Perioden finden 
kann, welche nur die Indices der rechten Seite der Gleichung (20.) andern, 
wahrend sie den der linken Seite unverändert lassen, so hatte man, indem 
man die Variablen verschwinden Hesse, vier Gleichungen zur Bestimmung der 
Coef&cienten (a), (/9), (y)^ (J) hergestellt, deren linke Seiten identisch sind, 
so dass also, was ich besonders hervorhebe, in das Endresultat nicht die Null- 
werthe anderer transformirter d- Functionen als des i9" (ri , ri)^ eintreten. Nun 
ergiebt sich aber leicht aus den für die Argumente der transformirten t9^-Function 
gefundenen Ausdrücken (5.), dass folgende für ri, ^2 gemachte Substitutionen: 

f>i f?2 

4«^ii = i((>ii + <^ii^ii + ^2iTi2) JW21 = it{(f2i + On^2i + 02iTn) 

(21.) / ^(Oi2 = T(Pl2+<yj2'»^Il4-^MTi2) 4^22 = *(ei2 + 'yi2'»^21+^22'«^22) 

2^'n = 4(Pji + ^ii'^ii + ^2i^i2) Wh = i{Qn + (j'ii'^2i + (J7i'^22) 

2 «^12 = 4 ((>i2 + (^12 Tu + CT» ^12) i«^22 = i ((>22 + ^n ^21 + ^W ^22) 

oder die durch Addition aus diesen zusammengesetzten den Index der auf der 
linken Seite der Gleichung (20.) befindlichen t9^- Function unverändert lassen, 
indem sie die transformirten Argumente respective um: 1, 0; 0, 1; Th, Ti,; 
T21, T^ oder um die aus Addition derselben hervorgehenden Grössen vermehren. 

Journal ffir MathemaUk Bd. LXVII. Heft 1. 9 
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auf der linken Seite hinzutretende Exponential^sse ist dieselbe, weldie 
die 1^- Quadrate bei der Substitution der halben Perioden auf der rechten Seilb 
als Factor erhalten. 

Es bleibt nun noch vor allen Dingen zu untersuchen ttbrig, ob diese 
hier angegebenen Substitutionen auch in der That vier von einander yerschie- 
dene Gleichungen zur Berechnung der Constanten (a), (ß)^ (y)^ (^ liefern 
werden, was nicht geschfthe, wenn z. B. 

. 1 (rood. 2) 

(O^l == (O22 ^ COji ^ Cl>22 t 

wtre, da dann nur ganze Perioden zu den Argumenten der rechten Seite 
hinzutreten wtlrden. Fassen wir zuerst die Repräsentanten der nicht Aqui- 
▼alenten Klassen der Transformation zweiten Grades in^s Auge und bemerken, 
dasa in den vier oben (17.) aufgestellten Schematen zwei Diagonalglieder den 
Werth 1 haben, so ergiebt sich aus (2 f.), dass zwei Substitutionen existiren, 
die aus halben Perioden bestehen und verschieden sind, so dass die vorge- 
legte Gleichung, die aus diesen beiden Substitutionen und die aus der Zu- 
sammensetzung dieser beiden Substitutionen hervorgehende Gleichung vier 
im Allgemeinen von einander unabhiingige Bestimmungsgleichungen liefern, 
welche zur Berechnung der Constanten dienen werden. Was nun die den 
oben aufgestellten 15 Fallen Äquivalenten Transformationen zweiten Grades 
betrifft, die aus jenen durch lineare Substitutionen abgeleitet sind, so ist be- 
kannüich*) die i^- Function des durch eine Transformation ersten Grades 
abgeleiteten Systems gleich einer mit einer Constanten multiplicirten d^- Fun- 
ction des ursprOnglichen Systems (abgesehen von einer Exponentialgrösse) ; es 
folgt daher nach dem eben Bewiesenen unmittelbar, dass es jedenfalls drei 
von einander verschiedene Substitutionen in halben Perioden giebt, welche die 
Indices der rechten Seite Andern, wAhrend sie den Index der linken Seite 



^) Zur Erläuterung des Obigen füge ich einige Worte über die lineare Trans- 
formation hinzu i 

Die Bedingnngffgleichungen für das linear transformirte tl^ lauten, wenn im 
Uebrigen die fUr die Transformation zweiten Grades aufgestellten Zahlengleichungen, 
in denen nur statt der charakteristiseben Zahl 2 die Eiimeit zu setzen ist^ zu Hülfe 
genommen werden, folgendormassen: 

n(p, +i, e,)i = (-i)«/I(e„ e,)i , 
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nnverflnderl lassen nnd aus einer einfachen Ueberlegnng geht ferner hervor, 
dass dasselbe dann auch unsere Substitutionen: 

i»M i»«; io>;, \(o!n 

leisten, da sie die transformirten Argumente um 1, 0; 0, 1, r'n, i^i; Ti,, t» 
vermehren. ^ Hat man nun durch Anwendung der eben besprochenen Sub- 
stitutionen sich vier von einander unabhängige, in den Coefficienten lineare 
Gleichungen hergestellt, so setze man die Argumente i^^ = 1^2 = und erhAlt, 
indem man leicht sieht, dass die Exponentialgrössen auf beiden Seiten fort- 
fallen, Gleichungen von folgender Form: 

,^(0,0, r;„ ri^r;,), = (a)^. +(ß)»} +(y)^; +{^)»h 
(22) W0^<^^^"^^H.^«)2 = («)«i^a. +(ß)^»h +(y)«3*r* +(*)«4^*., 

U(o,o,t;„t;„t;,)2 = («)«;' *L-+(/9)«2'*^'+(yK*J.''+(*)^4^^^^ 

±1 oder ±t bedeuten, so dass, 



wenn ^1, ^, ^s, ^, *i, ^2^ h^ *49 ^i^ *2^ *S9 *4 



wenn man 



(23.) J = 






*2^e*' 









^. = 



1 
1 
1 
1 



fi^ßt' 



^. 






«4^1« 



*3 ^^9" ^4 "^Jf" 



*;yv 



y«' 



rährend die traoBformirteD Argumente darch die Oleicbungen bestimmt sind: 



e . = — 



«tfV-^lt«! 



«. JJüüÜzilüifi— . 



II "tt -^ti^it "^11 ^it "'•i"'it 



■^11 •^•t 

Da nun die Gleichungen (o.) die für diejenige ^«Function charakteriBtischen Bedin* 
gungen Bind^ für welche: 

«»i=»q^ »t=l>i «i = m^ «i = ni 

so erhält man, wenn man den in der Oleichung (8.) befindlichen Exponentialfiactor 
der tl?' - Function mit e^^'i'V bezeichnet, die Relation: 

worin C eine CouBtante bedeutet. 

9» 
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J^^ ^3, J4 den Ähnlich gestalteten Determinanten gleichsetzt, die Transfer- 
mationsgleicbung die Gestalt annimmt: 

worin ^(0, 0, T||,T|2,t22)j19 da nach dem Obigen 11 {t 1^^2)1 eine gerade 
Function ist, im Allgemeinen nicht verschwindet. 

Da wir nun die Ausdrücke für die transforroirten Argumente ausser 
in der Form der Gleichungen (5.) noch folgendermassen schreiben können: 

so ist leicht einzusehen, dass eine Substitution der um halbe Perioden ver- 
mehrten Argumente «1, ^2 nur die Indices der rechten und linken Seite der 
Gleichung (24.) ändert. Wenden wir daher drei solcher Substitutionen auf 
diese Gleichung an, so ergiebt die Division je zweier von diesen so entste- 
henden Gleichungen die transformirten ^6e/schen Transscen deuten als Functio- 
nen der ursprünglichen, also auch die algebraischen Ausdrücke, welche zwi- 
schen den Grenzen der Integrale der ineinander transformirten ^6e/schen 
Systeme stattfinden, wfihrend das Verschwinden der Argumente unmittelbar 
die transformirten Integralmoduln als Function der Moduln der vorgelegten 
Integrale liefert. — 

Ich will noch bemerken, dass man sich die wirkliche Ausführung der 
Transformation durch eine schickliche Wahl der tS^- Quadrate erleichtem kann, 
indem z. B. die Wahl von 

^(Vlt^2\^ ^fri,<?2)J, ^(<?J,«2)39 '^(^M «^2)131 

wie unmittelbar zu sehen, stets (a) = ' >^ft^^»i^^«iJ^ liefert und die Zu- 
sammensetzung der anderen Coefficienten (ß)^ (y)^ ((T) vereinfacht. — 

Ich wende mich nun zu dem zweiten Hauptfall der Transformation 
zweiten Grades, der dadurch charakterisirt war, dass von den Zahlen m, n, 
^, q mindestens eine ungerade ist. Es war gezeigt worden, dass unter dieser 
Voraussetzung die transformirte Function die Form annimmt 

n{pi^f)2)i = C1S1+C2S2, 

worin Cj , C2 unbestimmt gebliebene Constanten und Si , S2 unendliche Reihen 
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bedeuten, die aus den Gliedern der oben für die /7- Function angenommenen 
Entwichelung (11.) besteben. 

Wenn es nun möglich sein wird, andere Functionen, die sich in 
eine unbedingt convergirende Reihe entwickeln lassen, anzugeben, welche 
ebenfalls den fflr die /7- Function aufgestellten vier charakteristischen Bedin- 
gungen (9.) genügen und mit dieser zu gleicher Zeit gerade und ungerade 
sind, so werden sich diese Functionen gleichfalls auf die Form: 

Ci Si -j- C2 S2 
bringen lassen, in der die unendlichen Reihen dieselben geblieben sind, wäh- 
rend nur die Coefficienten, die von den anderweitigen speciellen Eigenschaften 
dieser Functionen abhängen, sich geändert haben. 

Bezeichnet man nun 

SO erkennt man zuerst unmittelbar, dass das Product: 

(a) d- (r I , <?2)uülJü •^(«^19 <^2)o«m 

den Bedingungen (9.) Genüge leistet, und dass ausserdem, wenn auf dieses 
Product irgend eine der 15 Substitutionen der halben Perioden*) angewandt 
wird^ das neu entstehende Product wiederum eine Function von derselben 
Eigenschaft ist. Wendet man nämlich auf Xa) die Substitution 

2f^n l^h-, i^n 1^2 

an, so erhält man: 

woraus sich sofort die Richtigkeit der obigen Behauptung ergiebt, wenn man 
die fflr die t?*- Functionen bei Substituirung ganzer Perioden charakteristischen 
Gleichungen beachtet. Um jedoch eine Function zu erhalten, die allen für 
die 77- Function zur Bestimmung ihrer Form aufgestellten Bedingungsglei- 
chungen genflgt, bleibt noch zu zeigen, dass man diese Producte, welche die 
Gleichungen (9.) befriedigen, nach Belieben so wählen kann, dass dieselben 
entweder gerade oder ungerade Functionen werden. Wendet man nämlich 
auf den Ausdruck (a) die noch unbestimmt gelassene Substitution ^/^i, \ii2^ 
k^i'i \^2 cm? so wird offenbar das neue Product fflr negative Argumente in 
seinen Werth fflr positive flbergehen multiplicirt mit: 



*) 8. Band 64; p. 17 dieses Journals. 
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Da man nun offenbar die ganzen Zahlen .U|, ^u^, Vi, v,, deren Wertbe oder 
1 sind, auf verschiedene. Arten so bestimmen kann, dass nach Belieben: 

(25.) j ^^^^^^ (mod.2) 

ist (mit Ausnahme des einen Falles, in welchem m. n, )>, q sftmmtlich gerade 
sind, der jedoch hier nicht in Betracht kommt), so schliessen wir, dass sich 
stets anter den durch die Substitution von halben Perioden erhaltenen Pro- 
ducten mehrere finden werden, welche simmtlichen fflr die i7- Function gel^- 
tenden Bedingungen genügen. 

Es lassen sich somit immer zwei Producte von je zwei i9- Functionen 
bilden, welche bis auf die Coefficienten Ci, C^ die Form der i7- Function er- 
halten, so dass die Reihen fi^i, ;S2 aus den beiden Gleichungen: 

&{Vi , t>2)ay ^(<^1 9 ^2)/9y = C^'. Si + Cj. S2 

gefunden werden Isönnen und somit die Function 77 die Form annehmen wird: 

(26.) n{f>,,v,)i = (i)ö-(r„<?o«^(t^i.t^2)/j+(2)^(ri,t>2)«y^(t^i,f^.)/,;, 

worin noch die Coefficienten (1) und (2) zu bestimmen sein werden. 

Ich bemerke noch zu der eben gefundenen Darstellung von /^(f^iffOa^ 
dass nunmehr der eigentliche Grund ersichtlich ist , wesshalb sich in unserer 
Untersuchung zwei Hauptgattungen von Transformationen zweiten Grades er- 
gaben. Während nftmlich vier ^-Quadrate stets so gewählt werden können, 
dass keine lineare Abhängigkeit zwischen ihnen besteht, findet zwischen drei 
<9 - Producten, die. durch Substitution halber Perioden aus einander hergeleitet 
und zugleich gerade oder ungerade sind, stets eine lineare homogene Glei- 
chung statt, die man sich mit HQlfe der obigen Darstellung leicht herstellen 
kann. — 

Zur Bestimmung der in der Gleichung (26.) vorkommenden Constanten 
(1) und (2) Iftsst sich wenigstens ohne Weiteres die in dem ersten Hauptfalle 
der Transformation zweiten Grades angewandte Methode nicht benutzen. Wäh- 
rend nämlich dort durch das Verschwinden der Argumente unmittelbar Bestim- 
mungsgleichungen ffir die Coefficienten hergestellt werden konnten, da /^(«i,«,)/ 
eine gerade Function sein musste, kann es hier geschehen, dass das transformirle 
& ein ungerades ist und in Folge dessen die Gleichungen identisch verschwin- 
den. Ich nehme zuerst an, dass l der Index eines geraden & ist, dass also 
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i7 (0,0)2 in» Allgemeinen nicht Null ist; dann wird man offenbar dnrch An- 
wendung einer Substitation in halben Perioden, welche die Indices der rechten 
Seite der Gleichung (26.) ftndert, während sie den der linken Seite unverän- 
dert Iftsst, in Verbindung mit der vorgefegten Gleichung selbst die beiden 
zur Bestimmung der Constanten (1) und (2) dienenden Gleichungen erballen: 

worin «x und «2 ±1 oder ±i bedeuten. 
Setzt man also: 



(280 ^ = 



^a^ft ^uy^ßy 



r 

(29.) Ji = €2&^ya^ ^ßya— ^uy^ßyy ^2 = ^a ^ß — ^i^aa^ ^ßa^^ 

so erhalt man fflr die transformirte i^- Funktion den Ausdruck: 

Ich will bemerken, dass in diesem Falle durch eine passende Wahl der 6f- 
Producte sich die Bestimmung der in den transformirten i^- Ausdrücken vor- 
kommenden Constanten vereinfachen Ifisst. FOr die Herstellung der id'-Pro- 
ducte war nfimlich nur erforderlich, dass sie aus dem Ausdrucke 

d- («1 , r2)oüüü • ^ (t>l 9 t?2)^aii 

durch Substitullon halber Perioden hervorgingen, so jedoch, dass wenn diese 
Substitution durch die Transformationszahlen /ii, /i2^ Vi^ v^ bezeichnet wurde, 

(25.) m.ui + q^x + ^)y2 + tt.«fi ^ (med. 2) 

war. Die Erfüllung eben dieser Congruenz war die Bedingung dafflr, dass 
das i^-Product eine gerade Function vorstelle, wobei jedoch die beiden ein- 
zelnen Factoren des Productes sich zu gleicher Zeit als gerade oder als unge- 
rade Functionen ergeben konnten. Fflgen wir jedoch noch die Congruenz 

(31.) fi^Vi+fi2V2^0 oder ^1 (mod. 2) 

hinzu, so sieht man leicht, dass für beliebige Combinationen der Zahlen 
oder 1 in den beiden Congruenzen (25.) und (31.) stets gleichzeitige Lö- 
sungen existiren. so dass wir fflr die die /7- Function darstellenden Producte 
von ^-Functionen zwei solche werden auswählen können, dass das eine ein 
Product gerader, das andere ein Product ungerader ^-Functionen ist, dass 



72 Königiberger, Transformation %u>eUen Grades der Abelschen Functionen. 

sich also beim Verschwinden der Argumente der Werth der einen Constanten 
unmittelbar ergeben wird. — 

Ist nun zweitens l der Index einer ungeraden i?* - Function, so mache 
man in der Gleichung (26.) eine Substitution von halben Perioden, welche z. B. 

in eine gerade Function verwandelt (dass es eine solche giebt, ist frQher be- 
wiesen worden); dann wird, wie man durch eine einfache Ueberlegung findet, 
die linke Seite der Gleichung sowie das zweite Product der rechten Seite 
derselben ebenfalls in eine gerade Function Obergehen, so dass eine neue Sub- 
stitution, welche nunmehr den Index der linken Seite nicht Ändert, ffir die 
Bestimmung der Constanten die Gleichungen liefert: 

I & (0, 0, r'n , T,j , T22)i^ = ( 1 ) «1' &aCn ^ßCn + (2) 4' ^ayCn^ßrCn 9 

worin «1, «2 und b'i^ Sj die Grössen +1 oder +i bedeuten sollen, so dass, 
wenn man: 

(33.) D = h^aC^ßC ^^^ayC^ßyC 

setzt, die Transformationsgleichung die Form annimmt: 

Somit ist auch der zweite Hauptfall der Transformation zweiten Grades er- 
ledigt, indem durch Substitutionen von halben Perioden aus der Gleichung (35.) 
genau wie oben neue Gleichungen zur Aufstelluug der algebraischen Trans- 
formation sowie der Ausdrücke für die transformirten Integralmoduln herge- 
leitet werden können. — 

Ich knüpfe eine Anwendung der eben durchgefflhrten Theorie der 
Transformation zweiten Grades an eine von Herrn Weierstrass mir gemachte 
Mittheilung, in welcher gezeigt wird, 

^dass, wenn ein ^freisches System erster Ordnung: 
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„sich in ein anderes transformiren lÄsst, für welches der Modul der &^ 
^Function r\^=0*) ist, sich die Conslanten A und B (auf zweierlei Art) 
„so bestimmen lassen, dass 

/ XA + Bx)dx _ r dl 



„wo Rii^) vom dritten Grade und ^, yRi(§) rational durch x, }^R{x) 
„ausdrückbar sind. Umgekehrt muss zwischen den Grössen r^^, Tij, T22 
„eine Gleichung von der angegebenen Form stattfinden, wenn sich das 
„Integral 

XA-i-Bx^dx 



ß 



iR{x) 

„in der in Rede stehenden Weise in ein elliptisches soll transformiren 
„lassen. (Nach Ahel^ Precis. Chap. II. §. 1 theor. II. genügt es aber 
„Transformationen dieser Art zu betrachten)". — 
Bekanntlich hat Legendre in dem traite des fonctions dliptiques das 
Integral : 

dx 



/ 



l/x(i-a:')(l-xV) 

auf elliptische Integrale reducirt und Jacobi später in seiner Kritik des Le- 

gendreschexk Werkes (Band 8 dieses Journals) das allgemeinere Integral von 

der Form: 

dx 



h 



durch eine Transformation zweiten Grades auf Integrale niedrigerer GattuBg au-* 
rückgeführt. Ich will nun untersuchen, ob es noch andere ^6e/sche Integrale erster 
Ordnung giebt, die durch eine. Transformation zweiten Grades auf elliptische 
reducirbar sind, und auf die obige Mittheilung mich stützend eine Methode zur 
Behandlung dieser Frage anwenden, die allgemein brauchbar ist und zu einer 
Erweiterung dieser Betrachtungen in Bezug auf Ahehi^e Integrale, die durch 
Transformationen höherer Grade auf Integrale von niedrigerer Gattung zurück- 



*) oder in den von mir in dieser Abhandlung gebrauchten Bezeichnungen: 



'i»*'ti ^w^\% 



= o'„-Hy'„T„+ff;,K„x?.t+ff,t»ti+<'ii^.)-o'..+<.».i+<^..'ttXfti+<'.«»i.+<'M»i») = 0, 

oder: 



"'.■«M-«'.!"!! 
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fflhrbar sind, nur eine genaue Behandlung der Transformationslbeorie höherer 
Grade erfordert. 

Da die Bedingung 

welche für r'u^ r^^ die Ausdrflcke liefert: 

die Gleichung 

(c.) ^(0,0,TH,0,r;0.4 = 

zur Folge hat, weil in diesem Falle die Function 

in das Product der beiden ungeraden elliptischen ^-Functionen 

zerfällt, so kommt es darauf an, alle die hyperelliptischen Systeme aufzustellen, 
die durch eine Transformation zweiten Grades in andere flbergefQhrt werden 
können, für welche die Gleichung (c.) erfüllt ist. 

Wenn wir die oben entwickelte Theorie benutzen wollen, um 

als homogene Function des zweiten Grades der i9^- Functionen des vorgeleg- 
ten Systems auszudrücken, so müssen wir 

mi = m2 = iti = Hq = 1 
setzen, so dass die Transformationszahlen m, n, |>, q durch die Gleichungen 
bestimmt sind: 

(rf.) \ f , . , , 

P — — P2I — p22~~p22 — p2l — p21p21 — p22 p22 ^ 

9 = — Pii — pn — eu — eii — eiipii — pne'n. 

Ich behaupte nun, dass für alle diejenigen Transformationen zweiten Grades, 
in denen nicht m, n, )), q sSmmtlich gerade sind, das transformirte /7(0, O)^ 
nicht Null sein kann. Da nämlich die Function ^(f?i,r2)j4 eine gerade ist, 
so wird sie sich unter der angenommenen Bedingung, dass m, n, ^, q nicht 
sämmtlich gerade Zahlen sind, durch die Summe von zwei ^-Producten 
ausdrücken lassen von der Form: 
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worin nach der obigen Theorie die ^-Producte stets so gewählt werden 
können, dass a und ß Indices gerader, ay und ßy Indices ungerader d- 
Functionen sind. Lässt man nun die Argumente c^i, «, verschwinden, so zeigt 
die Annahme 

dass (1) = ist und wir erhalten sorail die Transformationsgleichung: 

Da es nun, wie früher gezeigt wurde, stets Substitutionen in halben Perioden 
für die Argumente c^i, f>2 giebt, welche die Indices der rechten Seite von 
{e.) ändern, wahrend sie den der linken Seite unverändert lassen, so kann 
man aus (e.) unmittelbar die Gleichung: 

herleiten, woraus folgt, dass: 

eine Relation, die offenbar nur für t^, = oder für die hieraus durch lineare 
Transformation hervorgehenden Abelschen Systeme stattfinden kann. 

Da die eben gemachten Schlüsse von dem Index 14 der transformirten 
^9- Function ganz unabhängig waren, so folgt, dass keine gerade durch eine 
Transformation zweiten Grades erhaltene ;9'- Function, für* welche die Trans- 
formationszahlen tn, n, )), q nicht sämmtlich gerade sind, für die Nullwerthe 
der Argumente verschwinden kann. 

Es bleiben jetzt noch alle die Transformationen zweiten Grades zu 
untersuchen, in denen m, n, )), q sämmtlich gerade Zahlen sind, sich also 
^{^itf^i)^ als die Summe von vier mit Constanten multiplicirten i^-Q»»- 
draten darstellen lässt. 

Diese Transformationen können entweder die oben aufgestellten Re- 
präsentanten der 15 nicht äquivalenten Klassen selbst sein oder durch lineare 
Transformation aus diesen abgeleitete. Ist das Letztere der Fall, so fassen 
wir den Repräsentanten heraus, welcher zur Klasse der fraglichen Transfor- 
mation gehört, und es wird sodann 

& (f?i , ©2 9 Tu 9 0, 'T22)i4 

gleich einer mit einer Constanten multiplicirten zu jener Fundamentaltrans- 
formation gehörigen geraden d-- Function sein, welche aus der ersten durch 
eine lineare Substitution hervorgeht. Es wird also nach der eben gemachten 
Annahme auch diese gerade ^-Function, die durch eine von den Repräsen- 

10» 
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tiiiitM der nicht äquivalenten Klassen dargestellte Transformation zweiten 
Grades aas dem ursprünglichen Systeme abgeleitet ist, durch eine Summe von 
vier ^-Quadraten darstellbar sein und für die Nullwerthe der Argumente ver-* 
schwinden müssen. Es bleibt mithin nur zu untersuchen übrig, welche von 
den 15 unter einander nicht äquivalenten Transformationen (17.) ein gerades 
transformirtes S-, welches durch die Summe von ^-Quadraten darstellbar ist, 
für die Nullwerthe der Argumente verschwinden lassen. 
Setzt man also allgemein: 

worin 

77(0,0j, = 

angenommen wird, so wissen wir, dass es drei Substitutionen in halben Pe- 
rioden für «i, V2 giebt, welche die Indices der rechten Seite ändern, während 
sie die linke Seite unverändert lassen; es wird also die nothwendige Bedin- 
gung für die Reduction der Integrale offenbar die sein, dass die auf der 
rechten Seite der aus (g,) hervorgehenden Gleichungen entstehende Determi- 
nante, welche aus Quadraten von i9- Functionen für die Nullwerthe der Ar- 
gumente besteht, verschwinden muss. Hierbei ist nun wesentlich zu bemerken, 
dass vrir bei der Herstellung dieser vier Gleichungen von dem Index l der 
transformirten geraden ^-Function unabhängig sind, da die obffli angegebenen 
Substitutionen 

(A.) iwii, jcüi^; icü2,, ^W22\ i(o'n^ Iw'iii ^w^i^ ^a4 
nur duroh die Transformationszahlen q^ a^ if'j & bestimmt werdm. 

Da wir femer die Indices a^ ßy fy d nach Belieben annehmen dürfen *), 
wobei es am zweckmässigsten sein wird, für a den Index einer geraden, für 
ßy Yy d die Indices von ungeraden i?-- Functionen zu wählen, ao kommt die 
Untersuchung endlich darauf hinaus, auf den Ausdruck: 

(a)d(r„ i^^)\+{ß)»{^l. ^,)\Hr)^{f>i,^2)\+{S)9{f>,, r,)?, 
für die fünfzehn in den Schematen (17.) angegebenen Transformationsfälle 
die durch {h.) bestimmten Substitutionen anzu^;^nden und die ans dem Ver- 
schwinden der aus i9- Quadraten bestehenden Determinante hervorgehenden 
Relationen zwischen den Integralmoduln herzuleiten. 



*) in soweit wenigstens, als zwischen den vier ^-Quadraten: 

^(•p«^):. *(«P«.)^ H^Xf^tYyS *(t>f,t\)J 

keine linear« Relation besteht 




Königsberger, Transformation zweiten Grades der Abelschen Functionen, 77 



Führt man diese Untersuchung durch, auf deren Einzelnheiten ich hier 
nicht näher eingehe, da sie keine weiteren Schwierigkeiten bietet, so findet 
man, dass die durch die Zahlen 

2 

10 

2 

1 • 

definirte Transformation die Bedingung liefert: 



oder 



oder 






&i &i ^, 



12 



&l 



&^i^ &]j 



34 



qj2 a2 a' 



0.2 a2 02 



^02 



&f 



Ul 



= 0, 



— l92»'^01.'934 + ^14.do«^23 = 0, 



Während die anderen Falle dieselbe oder die durch lineare Transformationen 
aus dieser abgeleiteten Relationen 



liefern. 



Wir gelangen somit zu dem Resultat, dass das JacoMsche Integral 

dx 



f- 



sowie die aus diesem durch lineare Transformation hervorgehenden die einzigen 
^66/schen Integrale erster Ordnung sind, jdie sich durch eine Transformation 
zweiten Grades auf elliptische reduciren lassen. — 

Greifswald, Januar 1866. 
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Ueber zwei i^eometrisehe Probleme 

(Von HfiiTD C f. Geiser in Zürich.) 



J.ler bekannte r-'alz: ^das.^ von den neun Dorcbscbnittsponkten zweier 
Carven dritten Grades der neunte im AUgemeinen dnrcb die acbt äbrigen ein- 
deofig bestimmt ist.^ kann nacb zwei Seiten bin zu einer weiteren Ausführung 
Afilass geben. Man kann sich nämlich 1.« die Aufgabe steilen: wenn acbt 
der neun Punkte i^egeben sind, den neunten linear zu construiren. welche 
Aufgabe wohl zuerst von Herrn Chasles *) in seiner ^Construction de la courbe 
du troisieme ordre^ (Comptes rendus 1853) gelöst worden ist. Es bietet sich 
aber 2.^ die Frage nach der. Abhängigkeit der neun Punkte unter sich dar. 
Die zur Lösung dieser Frage nöthigen analytiscben Hülfsmittel finden sich 
vorerst in den Abhandlungen des Herrn Hesse „über Curven dritten Grades^ 
(dieses Journal, Bd. 2v — 38) und dann in der Abhandlung des Herrn Aron- 
hold „über die Doppeltangenten der Curven vierten Grades^ (Monatsberichte 
der Berliner Akademie von 1864). Die synthetische Lösung, welcbe die nach- 
folgenden Entwickelungen geben, schlicsst sich insofern an die lelztcitirte Ab- 
handlung an, als beiderorts die Schaaren von Curven dritten Grades durch 
sieben feste Punkte zu Grunde gelegt werden. 

Aufgabe. 
Wenn f>on den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten Grades 
sieben fest bleiben, während der achte nach einem bestimnUen Gesetze sich be- 
wegt, nach welchem Gesetze ändert dann der neunte seine Lage? 

l. 
Wir setzen zunächst voraus, dass die sieben festen Punkte voneinander 
unabhängig seien, dann hat man sofort die beiden bekannten Sätze: 

1. Bewegt sich der achte Punkt auf der Verbindungsgeraden zweier 
Grundpunkte, so beschreibt der neunte Punkt den Kegelschnitt^ welcher durch 
die übrigen fünf Grundpunkte gelegt werden kann. 

2. Bewegt sich der achte Punkt auf dem Kegelschnitt durch fünf 

*) Erst während des Druckes dieses Aufsatzes habe ich gesehen, dass die ange- 
führte Construction zuerst von Herrn Hart (Cambridge and Dublin Math. Journ.) ge- 
liehen worden ist. 
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der Grundpunkte y so durchläuft der neunte Punkt die Verbindungsgerade der 
beiden übrigen. 

Einem achten Punkte entspricht, wie im Eingange bemerkt worden, 
im Allgemeinen nur ein neunter, denn gäbe es deren zwei, so existirten 
zwei Curven dritten Grades, welche zehn Punkte gemein hatten. Diess ist 
anmöglich, wenn die Curven dritten Grades nicht zerfallen und einen Theil 
gemein haben, was durch die Annahme der Unabhängigkeit der sieben Grund- 
punkte von einander ausgeschlossen ist; denn die einzigen Curven dritten Grades 
welche durch die sieben Grundpunkte gehen und zerfallen, sind diejenigen, 
welche je aus einem Kegelschnitt durch fünf der Grundpunkte und der Ver- 
bindungsgeraden der beiden übrigen bestehen. Dass diese niemals einen Theil 
gemeinschaftlich haben können, ist klar. 

Wenn aber die ausgesprochene Eindeutigkeit keine Ausnahme zulassen 
wflrde, so müssten (8) und (9) linear von einander abhängen, d. h. wenn (8) 
eine Gerade beschreiben würde, so müsste (9) ebenfalls in einer Geraden 
sich bewegen, was durqh die obigen Sätze 1. und 2. widerlegt ist. Dass die 
Grundpunkte selbst diese Ausnahmefälle ergeben, ist leicht abzusehen. In 
der That: Betrachtet man die Curve C3, welche durch die Punkte (2) — (7) 
geht und in (1) einen Doppelpunkt besitzt, so hat dieselbe mit irgend einer 
anderen der Curven dritten Grades durch (1) — (7) neun Punkte gemein 
nämlich (2) — (7) einfach, (1) doppelt (als (1) und (8) gezählt) und noch 
einen Punkt (9) weicher nothwendig auf C3 liegen muss. Alle Curven nun 
durch (1) bis (7) und (9) haben also in (1) zwei Punkte gemein, d. b. sie 
berühren sich dort. Da nun aber umgekehrt (9) auf unserer speciellen C3 
beliebig gewählt werden kann, und dann stets (8) mit (1) zusammenfallen 
muss, so folgt: 

3. Fällt von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten 
Grades, von denen sieben fest sind, der achte mit einem der festen, z. B. mit 

(1) zusammen, so liegt der neunte auf der Curve dritten Grades, welche durch 

(2) — (7) geht und (1) zum Doppelpunkte hat. 

Der Satz ist auch in der Umkehrung richtig, was sich in der obigen 
Betrachtung von selbst versteht. 

IL 

Man ist nun in den Stand gesetzt, die gestellte Aufgabe zu lösen, denn 
diess ist geschehen, sobald man angeben kann, in welcher Curve C^ sich (9) 
bewegt, wenn (8) eine beliebige Gerade G durchläuft. Die Gerade G schneidet 
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die C3, welche dnrch (2)— (7) geht, und (1) zum Doppelpunkte hat, in drei 
Punkten, und jedem derselben entspricht (Ij, also ist dieser ein dreifacher 
Punkt von C^,; dasselbe gilt für Jeden der Punkte (2) bis (7). Bewegt sich 
nun (9) auf einer zweiten Geraden G', so erhÄlt man eine zweite Curve C!, ^ 
welche C^ in x^' Punkten schneidet. Einer davon ist derjenige Punkt, wel- 
cher dem Durchschnittspunkte von G und G' entspricht, die andern fallen mit 
den Grundpunkten zusammen. Jeder derselben ist sowohl dreifacher Punkt 
von Cx bIs von C^, also sind in ihm neun Durchschnittspunkte der beiden 
Curven vereinigt, und es ist 

x^ = 1 + 7.9 oder 
a? = 8; d. h. : 

4. Bleiben von den neun Durchschnittspunhten zweier Cureen dritten 
Grckdes sieben fest, während der achte eine Gerade G beschreibt, so durchläuft 
der neunte eine Curee achten Grades C^, welche die sieben festen zudrei^ 
fachen Punkten hat. 

Man kann ohne Weiteres die folgenden specielien Sdtze hinzufägen: 

Geht G durch einen der Grundpunkte, z. B, durch (1), so zerfäUt die 
Cs in die C3, welche durch (2) — (7) geht und (1) zum Doppelpunkte hat, und 
eine C5, welche (2) bis (7) zu Doppelpunkten hat und durch (1) geht, 
und ferner was den Satz 1) ergänzt: 

Geht G durch zwei der Grundpunkte, z. B. (1) und (2), so Zerfällt C^ 
m zwei leicht zu bestimmende Curven dritten Grades, welche je (1) oder (2) 
zu Doppelpunkten haben, und einen Kegelschnitt durch die Punkte (3)— (7). 

III. 

Das Hauptresultat des vorigen Paragraphen hfitte man auch wie folgt 
erhalten können : durch die festgestellte Beziehung entspricht jedem beliebigen 
Punkte der Ebene^ als (8) aufgefasst nur ein einziger Punkt (9), mit Ausnahme 
der Gmndpunkte, deren jedem eine Curve Cy von noch unbestimmten Grade 
y entspricht. Jeder Geraden in der Ebene wird dann eine Curve Cx vom' 
Grade x zugehören, also auch einer Geraden, welche zwei der Grundpunkte 
enthält. Die zugehörige C«. rouss aber zerfallen, und zwar in die zwei den 
angenommenen zwei Grundpunkten entsprechenden Cy und den Kegelsohnitt 
der fünf flbrigen Grundpunkte. Es ist also: 

(«.) a? = 2y + 2. 

Da einer Geraden eine Curve vom x^^"^ Grade entspricht, so wird einer 
Curve vom n''* Grade, wie leicht zu beweisen ist, eine Curve vom «.«**" 



%. 
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Grade entsprechen, also speciell einem Kegelschnitte eine Curve 2a?*^" Grades. 
Geht nun der Kegelschnitt durch fünf der Grundpunkte, so entspricht ihm eine 
C^x, welche zerfallt, und zwar in die fOnf Cy der angenommenen Grundpunkte, 
und die Gerade der beiden übrigen. Es ist also: 

(/i.) 2ar = 59 + 1. 
Aus den beiden Gleichungen (o.) und (ß,) zieht man 2; = 8 und y = 3, was 
mit den beiden bereits gefundenen Resultaten übereinstimmt. Man kann übrigens 
jetzt aus der Formel (ß.) folgenden Satz herleiten, welcher in gewisser Be- 
ziehung den Satz 2. ergänzt : 

5. Wenn von den neun Durchschnillspunkten zweier Curven dritten 
Grades sieben fest bleiben, während der achte einen Kegelschnitt beschreibt, so 
durchläuft der neunte eine Curve sechszehnten Grades, Cie, welche die sieben 
festen Punkte zu sechsfachen Punkten hat. Wenn insbesondere der Kegelschnitt 
durch fünf der Grundpunkte geht, so zerfällt die Ciq in fünf leicht zu bestimmende 
Curven dritten Grades und die Gerade der beiden übrigen Grundpunkte. 

Unter Anwendung des Satzes 4. und vermittelst einiger bekannter 
Principien lässt sich nun die gestellte Aufgabe für jedes beliebige Gesetz der 
Bewegung des Punktes (8) vollstfindig lösen, worauf aber des geringen In- 
teresses wegen hier nicht eingegangen werden soll. 

IV. 

Wir wollen noch die Frage beantworten: Giebt es Punkte (8), welche 
mit ihrem entsprechenden Punkte (9) zusammenfallen? Die Betrachtungen, 
welche den Satz 3. in §. II. zur Folge hatten, geben hierüber vollständige 
Auskunft. Fallen nämlich die Punkte (8) und (9) zusammen, so construire 
man die C3, welche durch (1) bis (6) gebt und (8) zum Doppelpunkte hat. 
Diese hat mit irgend einer anderen Curve der Schaar (1) — (9) zunächst die 
acht Punkte (l)-~(6), (8) und (9) gemein und gehört also selbst dieser Schaar 
an, d. h. sie geht auch durch (7). Wenn also (8) und (9) zusammenfallen 
soHen, so muss (8) ein Doppelpunkt irgend einer Curve dritten Grades durch 
(1) — (7) sein. Das Umgekehrte versteht sich von selbst. 

Unter Zuhülfenahme des iS^atiterschen Satzes : Soll eine Curve dritten 
Grades durch gegebene sieben Punkte gehen, und einen Doppelpunkt haben, so 
ist der Ort dieses Doppelpunktes eine Curve sechsten Grades, welche die sieben 
Punkte zu Doppelpunkten h€U,^ folgt nun: 

6. Sollen von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten 
Graden, von denen sieben fest sind, die beiden übrigen zusammenfallen, so ist 
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der Ort dieeer ^mammemfallemäeM Punkte eme Cune eecketen Gradee, welche 
die sieben Grmndpunkte m Doppelpunkten hat. 

Von der Corve sechsten Grades lassen sich übrigens sofort noch eine 
Reibe von Punkten angeben. Man lege nämlich durch je flQnf Grundpunkte einen 
Kegelschnitt, ond durch die beiden übrigen eine Gerade, so haben Kegelschnitt 
und Gerade zwei Punkte gemein, welche der Curve sechsten Grades ange- 
hören; da eine solche Zusammenstellung auf 21 verschiedene Arten möglich 
ist, so erhalt man zu den sieben Doppelpunkten noch 42 einfache Punkte. 

V. 

Es ist stets angenommen worden, dass die sieben Grundpunkte von 
einander unabhängig seien. Einzelne Ausnahmen sollen hier noch behandelt 
werden. 

a. Drei der Grundpunkte z. B. \\)^ (2), (3) liegen auf einer Geraden. 
Die drei Curven dritten Grades, welche dann diesen drei Punkten entsprechen, 
zerfallen je in einen Kegelschnitt und eine Gerade, die leicht zu bestimmen 
sind. Liegt nun ein Punkt ^8) auf der Geraden (123), so entspricht ihm 
nothwendigerweise diese ganze Gerade. Daraus folgt auch, dass die einer 
beliebigen Geraden entsprechende C^ in eine Gerade und eine Curve siebenten 
Grades zerfällt. Einem beliebigen Kegelschnitte durch (4) (5) (6) (7) ent- 
spricht eine Ci«) welche aus vier leicht zu bestimmenden Curven dritten Grades, 
der doppelt gelegten Geraden (123) und dem Kegelschnitte selbst besteht. Die 
C|», welche der Ort der sich selbst entsprechenden Punkte ist, zerfällt in die 
Gerade (123) und eine C^ etc. 

6. Die sechs Grundpunkte (1) — (6) sollen auf einem Kegelschnitte 
liegen. Einem Grundpunkte des Kegelschnitts entspricht dann eine C3, welche 
in den Kegelschnitt selbst und eine Gerade zerfällt. Einem Punkte auf dem 
Kegelschnitt entspricht der ganze Kegelschnitt; zu einer beliebigen Geraden 
gehört eine (^^ welche in den doppelt gelegten Kegelschnitt und eine C« zer- 
fällt. Einer der Geraden durch (7) gehört eine C^ zu, welche aus einer C3, 
dem doppelt gelegten Kegelschnitt und einer Geraden besteht. — Die C^ zer- 
fällt in C\ + Ci. 

r. Die sieben Grundpunkte mögen folgendermassen vertheilt sein: (1), 

(2), (3) bilden die Ecken eines Dreiecks in der Weise, dass (6) auf der Seite 
(28)« (5) auf (31), (4) auf (12) liegt, während (7) der Durchschnitt ist von 
(lA), (2A) und (34). Den Grundpunkten selbst entsprechen jeweilen drei 
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Gerade. Irgend einem Punkte auf einer der sechs Geraden, welche je drei 
der Grundpunkte enthalten, entspricht die zugehörige Gerade selbst. Die Curve 
der sich selbst entsprechenden Punkte besteht aus diesen sechs Geraden. Die 
Cg einer beliebigen Geraden besteht aus denselben sechs Geraden und einem 
Kegelschnitt durch (4), (5), (6): einem Kegelschnitt durch (1237) entspricht 
eine C|6n welche zerfällt in die sechs Geraden, jede doppelt gezählt, und eine 
C4 mit (456) als Doppelpunkten. 

d. Ebenso leicht discutirt man den Fall, wo (123456) auf einem 
Kegelschnitte liegen, während die Geraden (14), (25), (36) sich in dem 
Punkte (7) treffen*). 

Ein der behandelten Aufgabe analoges Problem bieten die Flächen 
zweiten Grades. Wenn von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen 
zweiten Grades sieben gegeben sind, so ist durch sie der achte im Allgemeinen 
eindeutig bestimmt, und durch Herrn Hesse ist im 26'^^" Bande dieses Journals 
gezeigt worden, wie derselbe linear construirt werden kann. Die gegenseitige 
Abhängigkeit von acht solchen Punkten ist ebenfalls von Herrn Hesse in seinen 
^Vorlesungen Ober analytische Geometrie des Raumes" (16**^ Vorlesung) unter- 
sucht worden. Eine neue Behandlung des Gegenstandes giebt die nachfolgende 
Lösung unserer zweiten 

Aufgabe: 

Von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades sind 
sechs t>on einander unabhängige fest, während der siebente nach einem be- 
stimmten Gesetze sich bewegt. Wie verändert der achte seine Lage? 

Es genügt übrigens vollständig, wenn man die Aufgabe löst unter der 
Voraussetzung 1., der siebente Punkt beschreibt eine willkürliche Gerade, 
2. , der siebente Punkt beschreibt eine willkürliche Ebene, weil dann nach be- 
kannten Principien die Bewegung des achten Punktes für jede beliebige Ver- 
änderung des siebenten bestimmt werden kann. 

VI. 

Bevor wir auf die Beantwortung dieser Frage näher eingehen, unter- 
suchen wir, in welchen verschiedenen Weisen sich drei Flächen zweiten 
Grades schneiden können. Zunächst sind die folgenden Fälle zu erwähnen: 



*) Es mag hier noch bemerkt werden, dass die Fälle c. und d. gewissermassen 
als geometrische Verwandtschaften zweiten und ersten Grades aufgefasst werden können. 

11* 
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1. Die FlicheB zweiten Grades fallen ihrer ganzen Ansdehnang nach 
nsaoiaiea. 

2. Sie haben eine Ranmcorve vierten Grades (die auch in bekannter 
Weise in Theile zerfallen kann) gemein« d. h. sie gehören zu demselben 
Bvschel. 

3 Sie haben aar acht Punkte gemein. — 

Eis kann nun auch eintreten, dass die drei Flächen je in zwei Ebenen 
zerfallen • und zwar so, dass sie eine derselben gemein haben: dann besteht 
der Durchschnitt aus dieser Ebene und einem Punkte oder einer Geraden, je 
nachdem die drei zweiten Ebenen einen Punkt oder eine Gerade gemein 
haben. Dieser Fall tritt übrigens hei der gestellten Aufgabe nicht ein, da 
wir die Unabhängigkeit der sechs Grundpunkte voneinander voraussetzen. — 
Aber es kann vorkommen« dass die drei Flächen eine Raumcurve von nie- 
derem Grade als dem vierten eemein haben« und diesen Fall müssen wir hier 
loch berAcksickturen. 

4. Haben drei Flächen zweiten Grades« die nicht demselben Büschel 
angehören« eine irreductible Raumcurve dritten Grades gemein, so schneiden 
sie sich ausserhalb derselben in keinem weiteren Punkte mehr. Denn wäre 
ein solcher vorhanden« so könnte man durch ihn eine doppeltschneidende 
Gerade der Raumcurve dritten Grades legen« welche dann allen Flächen an- 
gehören mAsste« so dass diese demselben Büschel entnommen wären, was 

ausgeschlossen ist. 

5. Die Flächen haben einen Kegelschnitt K2 und eine Gerade G^ welche 
K. in einem Punkte teilt« gt^mein: alsdann schneiden sie sich aus demselben 
Grunde wie vorhin iu keinem weiteren Punkte mehr. Dies hat auch seine 
Gdlligkoit« wenn K: in zwei sich schneidende Gerade zerfällt. 

ti. Die Flächen haben einen Kegelschnitt gemein, (der auch in zwei 
«tich stohneideiide (ierade zerfallen kann), dann schneiden sie sich ausser- 
dem noch iu «wei Punkten« weil zwei Kegelschnitte, die derselben Fläche 
»weUen («redest angehören« stels zwei Punkte gemein haben. 

7, Drei Flächen zweiten Grades treffen sich in zwei sich nicht 
iieliiit^idenden (i«^raden« dann ist kein Schnittpunkt ausserhalb derselben vor- 
hnud^u U\ «'<'(' 'l'i^^t * ^l<'i^>^ ^^^>^^l könnte man aus ihm eine Gerade ziehen, 
^elohe die beiden ersten Irint« und diese würde dann allen dreien gemein 
pt>liit WM» Huf den Specialfall in 5. führt. 

H, DI«" KUehen haben eine Gorade gemein. Je zwei von ihnen 



^ 
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schneiden sich ansserdem noch in einer Raumcurve dritten Grades. Da non 
dieselben nach einem Satze von Chasles *) vier Punkte gemein haben, so foigft, 
dass sich die drei Flächen zweiten Grades ausser der Geraden noch in vier 
Punkten schneiden. 

VII. 
Es ist jetzt festzustellen, ob und welche Ausnahmefälle die eindeutige 
Beziehung zwischen dem siebenten und dem achten Punkte erleiden könne. 
Man sieht sofort ein, dass zunächst einem der sechs Grundpunkte, wenn der 
siebente Punkt mit ihm zusammenfällt, nicht bloss ein einziger achter Punkt, 
sondern eine ganze Fläche zugehört. Es giebt nun auch Punkte, denen Curven 
entsprechen, und zwar ergeben sich dieselben aus folgenden Sätzen: 

1. Hat eine irreductible Raumcurve dritten Grades mit einer Fläche 
zweiten Grades sieben Punkte gemein, so gehört sie ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach dieser Fläche an. 

2. Hat eine Gerade mit einer Fläche zweiten Grades drei Punkte 
gemein, so ist sie eine Gerade dieser Fläche. 

Wählt man also zunächst (7) auf der irreductibien Raumcurve dritten 
Grades C3, welche durch die sechs Grundpunkte (Ij bis (6) gelegt werden 
kann, so haben alle Flächen zweiten Grades durch die sieben Punkte die C3 
gemein, und zwar nach VI, 4 keinen weiteren Punkt, d. h.: 

liegt von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades 
der siebente apf der Raumcurve dritten Grades, welche durch die sechs ersten 
gelegt werden kann, so erfüllt der achte diese Raumcurve ganz. 

Liegt ferner (7) auf der Verbindungsgeraden G zweier Grundpunkte, 
z. B. (1) und (2), so haben alle Flächen zweiten Grades durch (1) — (7) die 
Gerade (12) gemein, und können sich ausserdem nach VI, 8. nur noch in 
den Punkten (3), (4), (5), (6) schneiden, d. h. 

Liegt von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades 



*) Der citirte Satz lautet: Zwei Raumcurven dritten Grades C, und (7, , welche 
auf demselben Hyperboloid H liegen ^ haben vier oder fünf Punkte gemein , je nach- 
dem sie von derselben Schaar oder von verschiedenen Schaaren der Geraden des 




welche offenbar auf G und C, liegen. G schneidet C, in zwei^ und (7, in zwei oder 
einem Punkte ^ je nachdem der erste oder der zweite der angeführten Fälle eintritt^ 
so dass wirklich für die Schnittpunkte der beiden Raumcurven vier oder fünf Punkte 
übrig bleiben. Unser Fall erledigt sich dadurch leicht. 
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der eiebente auf der Verbindimgegeraden «o« zweien der sechs ersten, so er-- 
füllt der achte diese Verbindungsgerade ganz. 

Da abör fänfzehn Verbindungsgeraden der sechs Grondpankte möglich 
sind, so folgt, dass die Aasnabmepunkte der eindeatigen Beziehmig bestehen 

1. aus den sechs Gnindpunkten , deren jedem eine Fläche F^ von 
noch unbestimmtem Grade y entspricht; 

2. aus den Punkten der C, deren jedem die C^ zugehört; 

3. aus den Punkten der fünfzehn G, deren jedem die zugehörige 
Gerade entspricht. 

Die Betrachtungen in VI. lehren zudem, dass keine weiteren Ausnahme- 
fAlle möglich sind. 

vm. 

Wir fägen zu den Ergebnissen in VII. noch folgenden Satz: 

Bewegt sich ^7^ in der Ebene y welche durch drei der Grundpunkte, %. B. 
(1), (2\ ^3) geht, so durchläuft ^8) die Ebene der drei anderen (4), (5), (6). 

Dem FUchensYstem zweiten Grades durch (1) — (6) gehört nämlich auch 
die FlAche an« welche aus den beiden Ebenen (123) und (45 6) besteht, also 
muss \S) in einer dieser beiden liegen. Wäre aber (8) in der Ebene (1237) 
gelegen, so hätten die sämmtlichen Flächen den Kegelschnitt durch (12378) 
und die Punkte y-ib^) gemein (resp. einen durch dieselben bestimmten zweiten 
Kegelschnitt), was nach VI, 6 ausgeschlossen ist, folglich liegt (8) in der Ebene 
(456). Eine Vervollständigung dieses Satzes wird äbrigens in IX. gegeben 
werden. 

Lässt man jetzt (7) auf der Schnittgeraden G' der Ebenen (123) und 
(456) sich bewegen, so wird (8) auf eben dieser Geraden bleiben, und zwar 
wird [7) stets sich selbst entsprechen, d. h. mit (8) zuscmmenfallen, was nach 
dem vorigen Beweise an sich klar ist. 

FQr jede der zwanzig Ebenen also, welche drei der Grundpunkte ent- 
halten, und fQr jede der zehn Geraden G' (ausser den fünfzehn 6;, in welchen 
zwei solche Ebenen sich schneiden, ist die gestellte Aufgabe gelöst. 

IX. 

Wenn (7) eine beliebige Ebene e durchläuft, so beschreibt (8) eine 

Fläche Fjc von noch unbekanntem Grade x. Da e und C^ sich in drei Punkten 

schneiden, so hat F^ die C, zur dreifachen Curve. Ferner schneidet e jede 

der Geraden G in einem Punkte, dem G entspricht, also liegen sämmtliche 
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fünfzehn Geraden G auf F^. Da jeder Ebene eine F^ entspricht, so wird 
das auch der Fall sein müssen, für diejenigen, welche drei der Grandpunkte 
enthalten. Tritt dies ein, so zerfällt F^ in eine Ebene (die Ebene der drei 
anderen Grandpunkte) und drei Fy (die den ersten drei Grandpunkten ent- 
sprechen). Es ist also 

Einer beliebigen Geraden g entspreche eine Raumcurve C^ von noch 
zu bestimmendem Grade sb. Da g jede Fy in y Punkten schneidet, so ist jeder 
der Grundpunkte ein 9 facher Punkt der C^. Jeder beliebigen Geraden ent- 
spricht eine C^, also auch einer der Geraden G'; es ist aber klar, dass dann 
C^ zerfällt, und zwar 1. in 6' selbst, und da G' sechs der Geraden G trifft, 
2. in sechs der Geraden G^ so dass also C. als eine Raumcurve siebenten 
Grades erscheint. 

Zwei beliebigen Ebenen entsprechen zwei Fx und diese schneiden sich, 
wenn sie irreductibel sind (was offenbar der Fall ist, wenn die beiden Ebenen 
keinen der Grundpunkte gemeinsam enthalten), in einer Raumcurve vom x^ '""* 
Grade. Diese Raumcurve zerfällt aber, denn die beiden F^ haben gemein: 

1. Die C3, welche für jede der beiden F^ eine dreifache Curve ist, 
und die also in der Schnittcurve neunfach auftritt, d. h. als Raumcurve vom 
siebenundzwanzigsten Grade. 

2. Die fünfzehn G einfach gezählt, 

3. die C7, welche der Schnittgeraden der beiden Ebenen entspricht, 
so dass also 

a-' = 27 + 15 + 7 = 49 
und 



ist. Da aber 



so findet man 



a? = 7 



X = 3y+l, 



y = 2. 
Was nun noch die Flächen zweiten Grades anbetrifft, welche einem der 
Grandpunkte entsprechen, z. B. diejenige, welche von (1) abhängt, so erkennt 
man leicht, dass ihr die Geraden (12), (13), (14), (15), (16) ganz auge- 
hören (ebenso die C,), so dass dieselbe offenbar nichts anderes ist als der 
Kegel, welcher (1) zum Mittelpunkte hat, und durch die übrigen Grandpunkte 
geht, wodurch er vollständig bestimmt ist. 
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X. 

Alles zQsammengefasst (wobei einzelne der früheren Sätze wiederholt 
werden) ergeben sich folgende Resultate: 

1 . Bleiben f>on den acht Durchschnittepunkten dreier Flächen uweiten 
Grades (durch welche eine doppelt unendliche Schaar solcher Flächen gelegt 
werden kann) sechs, welche ton einander unabhängig sind, fest, so ist der achte 
im Allgemeinen eindeutig bestimmt , sobald der siebente gegeben wird. Dies 
erleidet folgende Ausnahmen: 

a. Fällt der siebente Punkt mit einem der sechs Grundpunkte zusammen, so 
kann der achte beliebig auf demjenigen Kegel zweiten Grades angenommen werden, 
welcher diesen Grundpunkt zum Mittelpunkte hat, und durch die fünf übrigen geht. 

b. Liegt der siebente Punkt auf der irreductiblen R4Mumcuree dritten 
Grades, welche durch die sechs Grundpunkte geht, so kann der achte Punkt 
auf dieser Raumcurve willkürlich gewählt werden. 

c. Wird der siebente Punkt auf irgend einer der fünfzehn Verbin- 
dungsgeraden der sechs Punkte zu zweien angenommen, so kann der achte auf 
dieser Verbindungsgeraden willkürlich gewählt^ werden. 

2. Beschreibt der siebente Punkt irgend eine Ebene, so durchläuft 
der achte eine Fläche tom siebenten Grade, welche die Raumcurve dritten 
Grades durch die sechs Grundpunkte zur dreifachen Curte hat, und zudem die 
fünfzehn Veerbindungsgeraden dieser Punkte einfach enthält. 

3. Bewegt sich der siebente Punkt auf einer beliebigen Geraden, 
welche keinen der Grundpunkte enthält, so durchläuft der achte eine Raum- 
curve siebenten Grades, welche die sechs Grundpunkte zu Doppelpunkten hat. 

XL 
Man kann auch nach den Punkten ^7) fragen, welche mit ihren ent- 
sprechenden Punkten (8.) zusammenfallen. Zur Beantwortung nehme mnn an, 
dass für einen Punkt (7) das Verlangte eintreffe, dann kann man durch (2), 
(3), (4), (5), (6) einen Kegel zweiten Grades mit dem Mittelpunkte (7) legen. 
Dieser hat nun mit der doppelt unendlichen Schaar von Flächen zweiten 
Grades durch ( 1 ) bis (8) sieben der gemeinschaftlichen Punkte gemein, näm- 
lich (2) bis (8), also auch den achten (1}*). Die Frage, welche wir uns 

*) Dieae Betrachtung ergiebt unmittelbar und unabhängig von den früheren £nt- 
wiokolunffOUi dass einem der urundpunkte der Ke^l zweiten Grades entspricht, welcher 
ihn «um Mittelpunkte hat und durch die fUnf übrigen geht. Die Gleichung 9=3y4-l 
(tobrt dann sofort auf einen der beiden gesuchten Haupts&tze in IX. 
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gestellt haben, ist also gleichbedeutend mit der anderen: Welches ist der Ort 
der Mittelpunkte der Kegelflächen zweiten Grades, welche durch sechs von- 
einander unabhängige Punkte im Räume gelegt werden können? Eine syn- 
thetische Lösung derselben findet sich in der zärcherischen Yierteljahrsschrift, 
Bd. X; ihr entnehmen wir einige der nachfolgenden Angaben: Der gesuchte 
Ort ist eine Fläche vierten Grades F4, welche enthält: 1. die irreductible 
Raumcurve dritten Grades durch die sechs Grundpunkte, 2. die fünfzehn Ver- 
bindungsgeraden, welche dieselben zu je zweien verbinden, 3. die zehn Ge- 
raden, in denen sich je zwei Ebenen schneiden, welche zusammen alle sechs 
Grundpunkte enthalten. Zufolge des Satzes: ^Enthält eine Fläche drei durch 
einen Punkt gebende Gerade, welche nicht in derselben Ebene liegen, so ist 
ihr Schnittpunkt ein Doppelpunkt der Fläche^^, sind die Grundpunkte Doppel- 
punkte der betrachteten Fläche F4. — Wenn nun F7 die einer Ebene e ent- 
sprechende Flache nach obiger Beziehung ist, so schneidet sie die F^ in einer 
Raumcurve vom achtundzwanzigsten Grade. Diese besteht aus der drei- 
fachen Raumcurve dritten Grades C3, den fünfzehn Verbindungsgeraden G der 
Grundpunkte, einfach gezählt, und der ebenen Curve vierten Grades, in welcher 
sich e und F^ treffen. F7 hat aber ausser dieser Curve noch eine Curve 
dritten Grades mit e gemein, die, wie man leicht erkennt, aus den drei Ge- 
raden besteht, welche die drei Durchschnittspunkte von e mit C3 untereinander 

I 

verbinden. 

Eine Reihe von interessanten speciellen Fällen, welche die durchge- 
führte allgemeine Entwickelung gewährt, kann hier des Raumes wegen nicht 
näher erörtert werden. 

Zürich, den 20. October 1866. 
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Darstellung syiniuetrischer Functionen durch die 

Potenzsummen. 

(Von Herrn Hermann Hankel in Leipzig.) 



-Dekanntlich hat Waring in seinen ^meditaliones algebraicae^ 1770 
eine Formel gegeben, durch welche jede homogene, rationale ganze, sym- 
metrische Function der Wurzeln x^^ x^^ ... x^ einer algebraischen Gleichung 
als Function der Potenzsummen und zwar durch eine Summe von Producten 
solcher dargestellt wird. In einer viel übersichtlicheren, aber, wie es scheint, 
bisher noch nicht bemerkten Weise kann man dieselbe Aufgabe mit Hälfe von 
Determinanten lösen. 

I. Es lässt sich nämlich jede symmetrische Function 

wo unler dem Summenzeichen alle möglichen Combinationen und Permuta- 
lionen der Wurzeln Xi. .. x^ an Stelle von Xi, . . x^ zu setzen sind , durch 
eine Summe von Determinanten ausdrücken^ welche aus 

s^ 1 ... 



(1-) 



a -\-a 



*cxj4«,-t«j 



S 



a -\-a 



S 



a. 









«-1 



*«.+o«+-+f'ii *ff,+ö,+—+flf|. ^«'•+-+ßn 



s. 



hervorgehen, wenn man die «,, ... a^ auf jede Weise permutirt: und zwar 
ist diese Summe: 

= »!(«!, ... «„). 

Die wirkliche Darstellung gestaltet sich auf diese Weise keineswegs so com- 
piicirt, als es auf den ersten Blick scheinen könnte. So hat man z. B. um 

%} I ^HT Xi X2 Xj X^ Xtf 

durch die Potenzsummen darzustellen, zunächst die Determinante: 



i 
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Sb+C-\-(l 


*<•+(/ 
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Sfi+b+t 


:+d\-e 


Sb-\-r+Ji-e 


^c+il+e 


*</+r 


«, 



+ |12Ä„Ä^Ä,.+rf^^+6ÄflÄe«Ä+,.4.rf + 2Ä^Ä..«„+ft+e} 

ZU entwickeln. Dann hat man alle Permutationen der ö, 6, c, rf, e vorzu- 
nehmen und zu addiren; dabei wird z. B. aus «a*6^e*c+rf jedes Product dieser 
Form also 8a8f,8^8,i^g nur einmal erzeugt, wenn zunächst die Yertauschbarkeit 
der Factoren «„, 8(,, 8,. und der Summanden d und e in «j^.. ignorirt wird. 
Ebenso wird aus «««(/«.»^Ä+f und «,.*d*f*a4-6 in diesem Sinne das Product 
s„Sf,8,.8j^c nur einmal erhalten. In der Summe wird dasselbe sonach mit dem 
Factor 4 + 3 + 2 + 1=10 erscheinen, und so überhaupt: 

5!(ö, 6, C, rf^ e) == ^\8„Sb8,.8,iSe — i08a8f,8,.8j^, + 208a8bS,,^d^^ 

o{j8„8(,^^;^fl^g'f- 1Ö8a8f,^f.8ci^e ^Wff+6^c'-|-«/4-r l -^4*^^/,^^^^^}, 

wo in dieser Summe alle möglichen Permutationen zu bilden sind. Da aber 
die sammtlichen so entstehenden Glieder von der Form 8a8t, 8^.8^8,, identisch sind, 
so ist ^8„8f,8,.8,i8^ = b\8a8i,8f.8d8^. Da femcr die Permutationen von a, b, c 
einerseits und c, d andererseits, das Product 8a8f,8,.8d^.e in Wahrheit nicht 
ändern, so wird dasselbe 3!2!mal in der obigen Summe erscheinen und so 

28„8i,8,.8d+e = i^OSaSbScSj.^.e sciu , wonu uuler (^ nur die Summe der wirk- 
lich verschiedenen Producte verstanden wird. Ebenso wird jedes Product 
SaSf,8,.^,j^g in obiger Summe 2!3! mal gebildet, 8„8i,^,.^.d^c 4! mal; in «a«H«*^/+e 
wird man sowohl b und c als auch d und e, sowie auch äberdies diese beiden 
Gruppen b-\-c und d+e mit einander vertauschen können, ohne dass ein an- 
deres Product erhalten wird; dasselbe wird daher 2!2!2!mal in der obigen 
Summe erzeugt. Ferner erhält man Sa+bSc^d-^e 2!3Imal und endlich »„4.^+^+*/+^ 
5! mal, so dass man: 

{a,b,C,d,e) = «a*6«cÄr/«e — )j«a*6«c«(/H-e + 2|^««»6*c-+(f+ir 

12* 
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findet^ wo sich die Summen tiberall auf die Bildung aller wirklich verschie- 
denen Glieder derselben Form beziehen. 

Ein besonderer Fall unserer allgemeinen Formel ist schon bekannt: 
Wenn nämlich alle Exponenten a^^ ... a^=i und damit auch alle Deter- 
minanten der obigen Summe einander gleich sind, so erhält man: 

1 ... 
2 ... 



■^w SUl X2 • . • «Tj! — ^ 



»1 



». 



Diese Summe ist aber nicht unmittelbar der »*'' Coefficient der algebraischen 
Gleichung, deren Wurzeln a?i, a?2, ... x^ sind, sondern das «I fache desselben; 
denn in der JS* hat man nicht allein alle Combinationen zu je n, sondern auch 
alle Permutationen innerhalb einer jeden Combination o^j, Xj, ... x^ eintreten 
zu lassen. Auf diesen Umstand hat man überhaupt zu achten, wenn man eine 
symmetrische Function (o^i , . . . er«), in der nicht alle Exponenten von einander 
verschieden sind, durch die Summe von Determinanten darstellen will. 

II. Um den obigen Satz I. nun allgemein zu erweisen, gehe ich von 
einer anderen Form desselben aus. Ich werde nämlich zeigen: 

D(M8 (»—!) !(«!,... aj durch eine Summe von (w— 1)! Determinanten 
von der Form (1.) dargestellt wird, welche man durch Permutation der Indices 
«i, ... a^_i erhält, während der letzte Index cf„ und damit die letzte Fer- 
ticalreihe in den Determinanten überall unverändert bleibt, 

Dass hiermit zugleich die obige Form I. des Satzes erwiesen wird, 
ist evident, denn man braucht, um diese zu erhalten, nur in jeder Determi- 
nante noch die Permutalionen von a„ mit «i, ... a„_i vorzunehmen. 

• Was aber die jetzige Form betrifft, so kann dieselbe für « = 2, 3 
leicht verificirt werden; denn nach ihr ist: 

1 



^a?/a?2' = 



8 



S 



4/ 4-Cf 



«.r. 



133 



s. 



s 



«,+a. 
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— ^a ^a ^a -\-a 9 

8. 



8 



aj+cr^-fa. 
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a,+a. 
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a,+a, 
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8. 
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a 4-cr 4-ar 



8 



a -4-ff 




2 



— 2 {*a,*aj*a,~**arj*aj+»,"~*«r^*<',+ffi'~*ff,*ff, + '»,"^"2\+^,+ff,}- 



Durch eine bekannte Schlussweise kann man hieraus die Formel allgemein 
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erweisen mittels des Ratzes: 

worin i„ eine beliebige, aber bestimmte Zahl aus der Reihe 1, 2, ... n be- 
zeichnet, und i^_^ in der 2 folge weise die Werlhe 1, 2, ... n^ mit Ausschluss 
der für i. gewählten Zahl zu durchlaufen hat, die Zahlen i'i, ... i^i aber 
die übrigen (i»— 2) Zahlen aus 1, 2, ... n in irgend einer Reihenfolge be- 
zeichnen. 

Setzt man nun voraus, dass der Satz in der II. Form für eine homo- 
gene Function («— 1)*" Ordnung erwiesen ist, so hat man danach 

{n ~ 2) 1 («,^, . . . a,^^ , «,^_^+ a, J = 



s. 



8 



8 



a. -f...-ftt 
1 ' 



«--2 -j 

8 










8. 







«-2 



•n-2 



a. +..+a. 



8 



a. +a. +a. 
•»—2 »u— 1 «n 



8 






wo in dieser Summe ii, ... 1^2 aU^ möglichen Permutationen der Zahlen- 
werthe 1, 2, ... n^ mit Ausschluss der für j„.i und 1» gewählten, zu durch- 
laufen haben. Durch Hinzufügung einer neuen vertikalen und horizontalen 
Reihe kann man für dieselbe Summe: 



n-1 



8, 



»t •«-2 

8a. +...+a. 



8a, 4-...+a 
•1 



... 







8. 







«-2 



^«--2 



• • • 



8 

8 



*»— 2 •»— 1 



+"• +« 









«-1 





•»—2 •*— 1 •• 

schreiben, und man sieht daher, dass 

— ^{^-i • • • «<„_2 9 «.V_l + ^i,) ' 

WO die Summe in dem oben bei (2.) angegebenen Sinne zu nehmen ist, durch 



(3.) 



1 



(n-l)! 



8 



a. 



8a +...+a 
*a +...H-0 



. . . 



• . • 8, 



••-1 



... 



•»-1 *m 





»-1 
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dargestellt wird, in welcher Summe jetzt «i, ... «^„2 und i„_i alle Permuta- 
tionen in der Zahlenreihe 1, 2, ... n mit Ausschluss des für i^ gewählten 
Werthes zu durchlaufen haben. 

Gilt ferner unser Satz IL für eine Function (w— 1)*" Ordnung, so gilt, 
wie schon bemerkt, für eben diese auch der Satz I., es ist also: 



1 



(«., ^ • • • «.• ,_i) - (n-1)! 



8. 



8 



a. -f-...+flf. 







8. 



»II— 1 



»n-l 



oder durch Hinzufügung einer horizontalen und einer vertikalen Reihe: 



(4.) 



1 



V^K,, •••«.,_,) - (-„_i)!-^ 



8 



a 







8 



8 



a. -f ...-+a. 

a. +,..4-a. 
I 



'a 



•n— l 



8 



n—l •« 











8. 



wo das Summenzeichen sich auf dieselben Permutationen bezieht, wie in (3.). 
Die Determinanten in (3.) und (4.) unterscheiden sich nur in der letzten Co- 
lumne, können also sofort addirt werden und man erhält so nach (3.): 



(«n •••«») = 



1 



(«-!)! 



8 



a. 







8 



<*. +...+tt. 



8 



a 



'n 



worin i„ irgend eine der Zahlen 1,2,...?» bedeutet und s'i, .. 
Permutationen der übrig bleibenden Zahlen zu durchlaufen haben, q. 

Leipzig, April 1865. 



in-i die 
e. d. 
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Note sur une traDsformation g^ometrique. 

(Far M. Ä. Cayley ä Cambridge.) 



JLJa lecture de la Note de M. Hesse ,,Ein Uebertragungsprincip" (t. 66^ 
p. 15 de ce Journal) m'a suggere les remarques suivantes: 

Soient (öi, 6|, c,, rf|), (aj, 629 Cj, rf^)? (039 63, C3, rfj) des constantes 
donnees , oq peut supposer que les coordonnees {x^ y) d'un point quelconque 
dans un plan soient exprimees en fonctions des parametres variables {Uy t?) 
par les equations 

£n introduisant une nouvelle indeterminee Sy ces equations peuvent £tre ecrites 
dans la forme: 

sx = ai + 6iw4 Cir + rf,w«?, 

*y = a2-\-b2U'\-C2f>-\-d2UVy 

Pour des valeurs donnees des coordonnees {xy y) la quantite s est en general 
determinee par une equation quadratique, et les parametres «i. et t? sont des 
fonctions lineaires donnees de s; il y a cependant deux cas particuliers qu'il 
convient de distinguer. 

1"*. L^equation quadratique en s peut avoir la racine s = et de- 
barassee de ce facteur se reduire par cohsequent a une equation lineaire; ce 
cas particulier a Heu si la condition (abc)(bcd) = (abd){acd) est remplie, oü 
la notation (abc) designe le determinant 

Ö2 ? 62 , C2 

Dans ce cas u et « sont des fonctions rationnelles de {Xy y) et la transfor- 
mation a la signification geometrique suivante: 

En considerant deux droites quelconques Ly M dans Tespace, et en 
menant par le point donne {xy y) la droite unique G qui rencontre ces deux 
droites on peut supposer que ti et t? soient des parametres qui determinent les 
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positions .des points de rencontre sur les denx droites respeclivement ; c. a. d. 
que u soit la distance d'nn point fixe sur la droite L au point de rencontre 
avec la droite G, et de m^me que v soit ia distance d'un point fixe sur la 
droite M au point de rencontre avec la droite (7. 

2°. Supposons 6, : Ci = 62 *• ^2 = 63 • ^ ou ce qui est au fond la möme 
chose fri — Ci = 0, 62 — ^2 = 0, 63 — 03 = 0; alors s est determinee par une 
equation simple, mais ti et « ne sont plus des fonctions rationnelles de s; on 
voit que dans ce cas u+f) et uv sont des fonctions rationnelles de {x^y)^ et 
que par consequent ti et « sont les racines d'une equation quadratique qui 
contient {xy y) lineairement. On peut supposer que u ei v soient les para- 
metres de deux points sur une droite donnee, c. a. d. que u ei c soient les 
distances de ces deux points respectivement a un point fixe sitüe sur la droite 
donnee; on a ainsi la transformation de M. Hesse. 

Je n'ai pas cherche la signification geometrique des formules generales. 

Cambridge, 10. octobre 1866. 
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lieber die Transformation dritten Grades und die 
zugehörigen Modulargleichungen der Abehehen 

Functionen erster Ordnung. 

(Von Herrn Königsberger zu Greifawald.) 



j^achdem ich im Gö"**" Bande dieses Journals die nothwendigen und 
hinreichenden Bedingungen fär das Bestehen algebraischer Gleichungen zwischen 
den oberen Integralgrenzen zweier in einander transformirbarer Abehehen 
Systeme erster Ordnung angegeben^ behandelte ich in diesem Bande die 
rationale Transforniation zweiten Grades, wobei sich mir zwei Hauptgattnn- 
gen von Transformationen, für welche sich das transformirte t? entweder 
durch eine Summe von vier i9^- Quadraten oder eine Summe von zwei ^- 
Producten darstellen liess, und einfache Ausdrficke für die Zusammensetzung 
der Integralmoduln des neuen Systems aus denen des ursprünglichen ergaben. 
Da nun die Transformationen von unpaarem Grade sich wesentlich in der 
Art, wie sie zu behandeln, von denen paaren Grades unterscheiden, worauf 
ich in der vorliegenden Arbeit bei verschiedenen Punkten besonders aufmerk- 
sam machen werde, so beabsichtige ich den einfachsten Fall derselben, die 
Transformation dritten Grades, an dieser Stelle durchzuführen, einzelne bei 
der Behandlung derselben vorkommende Untersuchungen für jeden beliebigen 
unpaaren Grad anzustellen und endlich die in einfacher Gestalt sich ergebenden 
Modulargleichungen herzuleiten, welche in homogenen linearen Gleichungen 
zwischen vier Producten von je zwei i^- Functionen bestehen, von denen die 
eine zu dem ursprünglichen, die andere zu dem transformirten ^6e/schen 
Systeme gehört. 

Setzt man mit Beibehaltnng der schon früher vielfach von mir ge- 
brauchten Bezeichnungen : 

tt>ll = Pll + ö^ll Tu + ^21 '^12 ^ ^21 = Pil + G^ll '^21 + ^21 '^22 ? 

fi \ ) ^^^ ^^ 9l2'\' ^12 "^ll + 0^22 '^12 9 ''^22 = p22 + ^12 "^21 + ^22 "^22 ? 

«»12 = Qi7 + Oi7 Tu + Ort T^ , (Ort = (>22 + <^i2 T21 + O22 T^ , 

wobei die in diesen Ausdrücken vorkommenden Transformationszahlen 

Journal für Mathematik Bd. LXVU. Heft 2. 13 
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den Bedingungsgleichungen genügen mössen 

i u a 

(2.) ■ 2; ((Ti^ ai« — a^a o\^) = 0, 2; (pi„ a[^ - a^« pl J = 3, 

i u a 

1 £ (pi„ tri« — (To^ q\„) = 0, 2; (p2a ^2« — (y^a (f'la) = 3* 

u a 

oder: 

/ 2; (pa, fT„2 — p.,2 ß^«l) =0, 2: (p^2 <^ll — ^a2 pLl) = 0. 

l a a 

(3.) I2: (pL,^l2 — pl2^Ll) = 0, ^i^al^^al — O^lQal) = 3, 

j u cc 

\ Z (p„i als - ^ai PL2) = 0, 2: (p«, (j'^o - (T,, p;,>) = 3. 

SO sind die Iransformirten Moduln und Argumente durch die Gleichungen he- 
stimmt: 

(4.) f?i = 9 ©o = • 



(5.) 



Tii — ^ #21 — ) 

W W.« — Cü. «W^ (ü(ü — OD OD 

'*'il "^tt **'l2'*'tl "'11 "'tt "'ll"'tl 

w' W — w' W^ I Ut' ü) — Oj' O) 

'12 — T. TT TT TT ^ '22 — • 






Sämmtliche Transformationen &"'' Ordnung *) lassen sich nun nach den von 
Eisenstein **) und Hermite ausgeführten Untersuchungen über die Zusammen- 
setzung linearer Substitutionen^ wenn die in den obigen Gleichungen vor- 
kommenden Transformationszahlen in das System 

^11 ^12 —^12 —^11 

(6.) ; "' ' 

P2l P22 P22 P21 

-pii -9n P12 Pii 

gebracht werden, in eine Zahl von 

nicht äquivalenten Klassen theilen, die so beschaffen sind, dass sämmtliche in 
einer Klasse befindlichen Systeme durch Transformationen aus einander abge- 
leitet werden können, deren Determinante die Einheit ist. Unter allen ein- 
ander Äquivalenten Transformationen einer Klasse giebt es eine und nur 



*) Ich gprocho hier von der allgemeinen Transformation *'•' Ordnung, weil die 
naciifolgondo Aondorung der //(rmilfsohcn Repräsentanten der nicht äquivalenten 
KhiHAon ftlöh auf einen beliebigen Grad, insofern dieser ein unpaarer ist« erstreckt. — 

*•) 8. die Monntaberichto der Berliner Akademie vom Jahre 1852. 
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eine, für welche das Product der Glieder der Diagonalreihe gleich der Sub- 
stitutionsdeterminante k^^ sämintliche Glieder zu der einen Seite der Diagonal- 
reihe = 0, und die zu der anderen Seite derselben kleiner sind als diejenigen 
von ihnen, die auf derselben Horizontalreihe der Diagonale angehören, so dass 
Hermite zu folgenden reducirten Systemen gelangt: 



(7.) 



I 



10 


10 


10 


k i 


Ä 


10 


Ä 


& 



k i f" 

10 

Ä -i 

1 



k i i 

k f" f 

10 

1 

Ä— 1 annehmen. 



in denen die Zahlen %, i\ i" die Werthe 0, 1, 2, . . 

Wenn auch diese die einfachsten Formen sind, die sich für die Reprä- 
sentanten der nicht äquivalenten Klassen finden lassen, so habe ich es doch 
bei meinen Untersuchungen über die Transformation für den Fall, dass k eine 
ungerade Zahl ist, wegen der Gleichförmigkeit der algebraischen Ausdrücke 
sowie der Form der Modulargleichungen (w orauf ich noch am Ende der vor- 
liegenden Arbeit zurückkomme) als nothwendig erkannt, statt dieser Hermite- 
sehen Systeme neue Repräsentanten für die einzelnen Klassen aufzustellen, die 
beziehungsweise aus den früheren durch die Anwendung der vier Transfor- 
mationen ersten Grades: 



10 


10 


10 


10 


10 


at 1 


1 


1 



1 

ai 



ai' 




1 










— M 







1 
1 



1 







1 





at at 1 
ai' at 1 



•.II 



hergeleitet werden, wenn a eine Lösung der Congruenz: 

«Ä ^ — 1 (mod. 8) 
ist, so dass ich als Repräsentanten der l+Ar+Ar'+VP nicht äquivalenten Klassen 
jetzt folgende deGnire: 

k i(o&+l) i'(oÄ+l) 
10 
& -«(a&+l) 
1 

welche, wie man sieht, mit den früheren reducirten Systemen die Eigenschaft 
theilen, dass das Product der Diagonalglieder =Ar' und die Glieder zu der 
einen Seite derselben = sind, während die dritte Bedingung, dass die Glieder 
der andern Seite im Restensystem, dessen Modul das zugehörige Diagonalglied 

13* 



10 


10 


& 


0* 



10 

k »(aA+l) 
1 
k 



& »(a&+l) «'(oÄ+l) 

k i"(a&+l) *(«&+!) 
1 

1 
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ist, enthalten sein sollen, für diese Repräsentanten nicht mehr erfQlIt ist. — 
Für die Transformation dritten Grades wähle ich also als Repräsentanten der 
40 nicht äquivalenten Klassen die folgenden Systeme: 



(8.) 



10 
10 
3 
3 



1 





3 


-8» 





1 





3 



3 _8t -8»' 
10 

3 8« 

10 Ol 



3 0-8» -8»' 
3 -8«" -8» 
1 
1 



{9.) 



(10.) 



Setzen wir nun mit Hermite: 

xi9-(fji , i?i, Ta, t'ij, T^i^ 

SO geltes die für die 77- Function charakteristischen Gleichungen: 

n{f>,,f>,+\)i = (-l)«iJ(f?,,f?2)i, 

worin die Zahlen m, n, ^, q durch die Ausdrücke hestimmt sind: 

rll 1 ) " = llfcy2i + «2^22 — '»2^22--^l<y21— ^21<y21—^22^22^ 

\> = — «ipil — «2(>22+»>2(>22+»»f(>21-(>2l(>il"-(>22e22, 
q = -»f(>n--«2pl2+^(>12+W(>ll — Pllpil — (>l2(>i2. 

Bringt man nun die Function /7 auf die Form: 



i7(f>l,f>2)i 



— Jl(^A ^>»•+<l■• J i«[(2«+m)Uj+(2n4-n)i',]+-^[(2«+m)'xjj+2(2iii-|.m)(2ii+n)Tj,+ (2ii-f nAfil 



(12.) 



s% sind nach Hermile die ersten beiden Bedingungsgleichungen v^n selbst er- 
fällt, während die beiden anderen folgende Beziehungen zwischen den Coef- 
ficienten ergeben: 

oder 



(13.) 
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so dass von den Coefficienten der fär II angenommenen Reibenentwickelung 
(12.)*? so lange wenigstens nur die Bedingungen (7.) berflcksicktigt werden, 
9 unbestimmt bleiben, nämlich: 

-4(jü Am Aifi Am An A12 A^n A21 A22- 

Endlich liefert noch die Bedingung: 

(14.) /7(~r,,-f?,), = (-l)^"+^«77(fj„f,3); 
die Relation: 

(15.) -4_,^_„^_„_„ = A^^tty 

so dass von den 9 Coefficienten nur fünf von einander unabhängig sind und 
sich also die Function 11 in die Form setzen lässt: 

(16.) i7(f?,,f?2)i = A,R, + A,R,+A,R,+A,R,+A,Rs, 

worin A^^ A2^ ... As noch unbestimmte Constanten, die von den anderweiti- 
gen Eigenschaften der Function II abhängen, und Hi , /I2 ? ... R5 unendliche 
Reihen bedeuten, die aus den Gliedern der für die 77- Function angenommenen 
Reihe (12.) bestehen. 

Es kommt nun nach der von HermUe vorgezeichneten Methode darauf 
an, diese unendlichen Reihen mittelst des Prinzipes zu bestimmen, dass jede 
synektische Function von «1, f^z, welche den Bedingungen (10.) und (14.) ge- 
nagt, sich bis auf die Coefficienten A in der Form (16.) muss darstellen lassen. 

Bildet man das folgende Product: 

in welchem die Indices der Bedingung unterworfen werden: 

(18.) ^ ^ (mod. 2) 

so erkennt man unmittelbar, dass dieses Product den Bedingnngsgleichungen 
(10.) Genflge leistet, und fflgt man noch die beschränkende Congruenz hinzu: 

(19.) fAlt^i + f4vi+ii^\K+l^y2+i4y\+f^iy2 = pn+(\m (mod. 2), 

so wird das ^-Product (17.) den fünf für die //-Function geltenden Be- 
dingungsgleichungen (10.) und (14.) genügen und sich also auf die Form: 

(20.) ^(r„r2).d(f>i,€0,*(rnr2)f=^;ßi+^;Ä2+^;ß3+^;Ä4+^;Ä5 

bringen lassen. 

Da sich nun die Indices 

Ka K ^i K f^i ^ä 
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auf mannigfache Art so bestimmen lassen^ dass den Bedingungscongruenzen 
18.) und (19.) genügt wird, so wollen wir fünf i^-Producle auswählen^ in 
welche eine möglichst geringe Zahl von //-Functionen eintritt, ohne dass 
eine lineare Abhängigkeit unter ihnen besteht, um dann aus fünf der Gleichung 
(20.) analogen und in R^. R2. ... Rs linearen Gleichungen diese Reihen 
bestimmen zu können. 

Für die Annahme: 

f ."2 = .'h ^= ."? = <>? ^2 = ^'2 = l'2 = «? 

erhalte ich als erstes i^-Product, welches den oben aufgestellten Congruenzen 
Genüge leistet: 

(22.; '^^'«M<^2)Jpm«- 

Wähle ich sodann die Indices r und s beliebig, nur der einen Bedingung 
unterworfen« dass: 

'I ^ pn-fqni, (mod. 2) 

oder 

^ • f + qi;K+ r;H »>(''» + »'2} + in(//I+i/I) + n(//J + |/5) = (mod.' 2) 
und bestimme dann: 

SO genügt das Product: 

ebenfalls den Bodingungscongruenzen (18.) und (19.). 
Da endlich die Function: 

wenn man von der bei der Vermehrung der Argumente um ganze Perioden 
hinxulrelenden Kxponentialgrösse absieht, ebenfalls die Relationen (10.) und 
Jl ) bofriedigU so werden auch die drei d-Producle: 

^ (t?| , <?2)<,PIBII • '^ (^'l 9 ^2)1,1 „f yf yf 

den vorgoüchriebenen Bedingungen Genüge leisten. 
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Wir haben somit fünf Producle von je drei i9^- Functionen gefunden, 
in denen nur die vier von einander verschiedenen d-: 

vorkommen und die sämmllich den durch die Gleichungen (10.) und (14.) 
ausgedrückten Bedingungen Genüge leisten, sich also auch in eine der Glei- 
chung (20.) analoge Form setzen lassen. 

Es bleibt nun noch zu beweisen übrig, dass die fünf cA- Producle (22.), 
(26.), (27.) nicht in einer linearen Beziehung zu einander stehen, wobei zu 
berücksichtigen, dass die lA- Function mit dem Index q^jmn durch die Gleichun- 
gen (10.) bestimmt ist, von den beiden anderen mit dem Index r und s nur eine 
beliebig angenommen w^erden darf, wodurch aber dann der Index der vierten 
lA- Function gegeben ist. Setzt man nämlich die für die Indices aufgestellten 
Bedingungscongruenzen (18.) und (19.) in die Form: 

(28.) v[ +vt +v\ + m ~ 0, 1/5+^ +y'2 +n =. 0, ^^^ ' ^ 

so sind dies bekanntlich die Bedingungen, denen die Indices von vier »9^- 
Functionen genügen, zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung 
vierten Grades besteht. Es ergiebl sich somit unmittelbar, dass, wenn die 
Bestimmung der fünf £^- Producle, so wie wir sie oben getroffen, auf die ein- 
fachste Art aus vier iJA- Functionen hergestellt wird, dies solche Functionen 
sein müssen^ zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung vierten 
Grades besteht. Nun könnte zweierlei eintreten. Entweder bestehen die oben 
angenommene homogene Gleichung dritten Grades und die hier besprochene 
Gleichung vierten Grades zugleich, oder die biquadratische Gleichung reducirt 
sich auf eine vom dritten Grade, die mit jener identisch ist. Dass die erste 
Annahme unstatthaft ist, folgt einfach daraus, dass zwei von einander unab- 
hängige homogene algebraische Gleichungen zwischen denselben vier ^-Functio- 
nen eine Relation zwischen zwei ^öe/schen Functionen des Systems liefern 
würden, was nicht angeht. Aber ebenso unmöglich ist die Reduction der 
Gleichung vierten Grades auf eine von niedrigerem Grade*). Denn, wenn 
wir die vier ^-Functionen, zwischen denen eine biquadratische Gleichung be- 



'^) Ich wähle diese Beweisart; statt unmittelbar die folgende Substitution auf die 
angenommene kubische Gleichung anzuwenden^ um nachzuweisen^ dass keine der bi- 
quadratischen Relationen im Grade erniedrigt werden kann. 
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steht, der Kfirae lialber mit 



^a '^Z? ^y ^^ 



bezeidmen^ so hat die GleichoDg die Form: 

und bei der als möglich angenommenen Reduction auf eine kubische Gleichung 
würde diese z. B. in: 

übergehen. Wendet man nun hierauF die Substitution aß an, so erhält man^ 
wie unmittelbar zu sehen^ die Gleichung: 

welche, von der vorhergehenden verschieden, mit dieser verbunden wieder 
eine Relation zwischen zwei Abekchen Functionen ergeben würde. Es ist 
somit gezeigte dass zwischen den vier «^-Functionen, welche den Congruenzen 
(28.) genügen^ keine algebraische Gleichung dritten Grades bestehen kann, und 
dass also die oben aufgestellten in den Reihen A|, R^^ Aj, R^^ Rs linearen 
Gleichungen, welche zur Bestimmung dieser Grössen dienen sollten, als von 
einander unabhängig für die Function /7y^ri, r.)^ die Form liefern werden: 

29.)! +{S)»(r,.r,)^^.»{r,,r^ .+(A)9{f>,,r^^^^^^ 

+ ;^5)l^(r,, «?lL-|4ry^y- '^(r,, «*2Lt *yty, '^(«'m ^i)u^a^yipi 9 - 

worin die Zahlen q, p« m« n durch die Gleichungen (10.) bestimmt, //[, //,, 
^M »"^^ ."m f'i^ ''i% K l^'s auf die Congruenzen (23.) oder (24.) beliebig, und 
ii'i, i/i , »'{, rj durch die Congruenzen (25.) gegeben sind. 

Ich füge die Bemerkung hinzu, dass, wenn m, n, )>, (\, welche durch die 
(ileichungen (11.) bestimmt werden, sämmtlich gerade Zahlen sind, die Function 

in das Fundamenlaltheta übergeht, während dielndices der anderen durch die 
("ongruonxon bestimmt sind 

(30,) { fi[ = iii[+fiU v\ = v[+vt, (mod. 2). 
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Fflr sämmtliche Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen, wie ich sie 
oben aufgestellt, liefert das Fundamentaltheta des transformirten Systems gerade 
Transformationszahlen nt, n, p^ cf, so dass für alle diese die Congruenzen (30.) 
die zugehörige Darstellung liefern werden. 

Unsere nächste Aufgabe ist die Bestimmang der Constanten (1), (2), 
(3), (4), (5). 

Bevor ich jedoch zur Lösung derselben flbergehe, sind einige Bemer- 
kungen vorauszuschicken, die für alle Transformationen von unpaarem Grade 
gflltig bleiben. 

Da die oben (4.) fär die transformirten Argumente ri, e'i gegebenen 
Ausdrücke auch auf die folgende Gestalt gebracht werden können: 

ffjj = C;l2ri + 0'MfJ2 — 'l^2l(^ll<'l + ^21<'2) — '^22(0'l2«>I + ^22<?2)9 

SO folgt leicht mit Benutzung der für die transformirten ^-Moduln aufgestell- 
ten Formeln (5.), dass den auf die ursprünglichen Argumente ri , «2 gemachten 
Substitutionen von halben Perioden für die neuen Argumente ebenfalls Sub- 
stitutionen in halben Perioden des transformirten Systems entsprechen. Für 
1^1 :^, Ü2'-0 und f>i : 0, «2 •' i liefern die Ausdrücke (31.) unmittelbar resp.: 

^'i • i^ii — i^u^ii— ir<^i2^i2 9 «i : i^n— 1^11^21 — 10^12^229 

f?l : 4(^21 — 2^21 ''^ll 1^22 "^12 9 ^2 • "2^22 — 4^21 '^21 — 40*22 'r22 , 

Während man für die Substitutionen: 

<?l'4^1l <?2'4T21 und f?i:4^i2 «2^1^22 9 

» 

wenn man die von Brioschi *) gemachte Bemerkung benutzt, dass das Product 

der Nenner in den Ausdrücken für die transformirten i^- Moduln durch die 
ursprünglichen und umgekehrt = k^ ist, folgende Veränderungen der transfor- 
mirten Argumente erhält: 

t^l • — 4(>ll+4pll'ril + 4Pl2^12 9 «2 : — 4pl2+4(>llT21 + 4pl2^22 9 
^i • ■"iP21+ J(>21^11 + 4(>22^i2 9 ^2 ' ^ 4^22 + 4^21^21 +4^22^22. 

Ich will nun untersuchen, welche Veränderung durch eine Substitution von 
der Form: 

^i • 4*^1 +l'»l^il + 4''2^12 9 «2 • 4''*2 + 4'»l '^21 +4^21^22 

auf der rechten Seite der Gleichung (29.) die i7- Function auf der linken Seite 



*) Brioschi, sur la th^orie de la transformation des fonetionB ab^liennes, comptes 
rendus 1858. 
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derselben erfährt. Aus den fär die i7- Function bei beliebigem ungeradem 
'fransformationsgrade k geltenden Bedingungsgleichungen folgt leicht die Re- 
lation : 

Da sich nun nach dem vorher Bemerkten die transformirten Argumente bei 
der Substitution der für r^, «^2 angenommenen Ausdrücke nur um halbe Perioden 
ändern, so ergiebt sich offenbar, wenn der Exponent der in dem Ausdrucke für 
i7(f?i,<?2)z enthaltenen Exponentialgrösse mit /"(<?!, «jo) bezeichnet wird: 

I ^(t?l + il»l+i«l'l^ll + i»2'ri2,«?2+i«»2 + i-«l'f2l+4«2'^22);i 

U 6^('V '^^i^(v[+iiii,+iv,T[,-\-ir,r[,, f);+-i^2+inT;i+i^2T;2)ze^''^^'«+^'«^^, 

worin A, B, C noch zu bestimmende Constanten und die Zahlen ^j, ,a2, Vi^ 
V2 durch die Gleichungen gegeben sind: 

CM^ \^^ ==»>l^il + «*2<'21 — «l(>il — «2(>iM ^1 = — «WiO,,— «820^21 + «ieil + »2(>21, 
f /W2 = l»iCyi2+ ^^22 — filQl2'~'^(f72^ ^2 = — »^1 ^12 — ^«2 0^22 + «1 Pw + ^ ^22 • 

Substituirt man in (33.) für «i, «2: 

<'l+i»»l + i«lT,l+l«2Tl2, <'2+i»»2 + i«lT21+^W2T22, 

SO ergiebt sich: 

/7(f?i + m| + l8ira+ 1^2 "^12, «?2 + m2 + l»iT2| + «2T22); 

= /^VVd(<?;+^i+yiT;j + y2'rl2!>«i + /^2 + nT2,+>^2'l'22)2>< 
^^g«;i[^(2i;j+|mj+iiij7jj+|n,T,,)+B(2«^,+i«,+iHjT^j+ti.jT,j)+2C] 

woraus sich durch Vergleicjbung mit (32.) die Constanten A^ By C bestimmen 
lassen. 

Setzt man nämlich: 

(35 ) j ^' ^ 2^i+/^M ^1 = 2v;+n, 
f /^ = 2/4 +,"i\ ^2 = 2y2 + ^2 , 
so ergiebt sich leicht, wenn man die bei der Vermehrung der Argumente 
Vi^ «2 um die oben angegebene Grösse zur k^*"" Potenz der ursprünglichen 
9- Function hinzukommende Exponentialgrösse kurz mit E bezeichnet, für die 
veränderte 77- Function der Ausdruck: 
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worin die Indices der i9^-Function durch die Congruenzen definirt sind: 



(37.) 






und die Grösse c durch folgenden Ausdruck bestimmt wird: 

c = — y (j"i «I + A*i «j + ''x »»1 4- Vj m^) + iÄ (»»1 «, + «»j »*7) 

+ i (inm,-Hn«»i + q«, +\>th) + \n\ (mi+fii-m",) + in$ (i»^+;u;'-«i?) 
- i y'i (ml + fh) — ^y'i {»^+f^)—i {^■i Vi + jUj v^) 

+ ," 1 «1 + /4 »2 + n «»T + »'s «»2 • 



(38.) 



Da bekanntlich die Determinante: 



^21 ^22 ^22 

— Qll — P22 p22 

ist, so folgt aus den Gleichungen (34.): 



11 



^12 — or 



12 



-021 

P21 



= k' 



m. 



w„ = 






woraus zu ersehen, dass, wenn k ungerade ist, für verschiedene Werthe von 
ma, n^ nicht nach dem Modul 2 congruente Werthe von ^1, ^29 ^15 ^2 
folgen können, dass somit verschiedenen Substitutionen auch verschiedene 
Indices der transformirlen ^-Function entsprechen. Ich will es nicht unter- 
lassen, hier den wesentlichen Unterschied, der zwischen der geradzahligen und 
ungeradzahligen Transformation besteht, hervorzuheben. Während wir nämlich 
bei jener fanden, dass nur vier Substitutionen existiren, welche die linke 
Seite der Transformationsgleichung veränderten, während vier andere sie un- 
verändert Hessen *), ergiebt sich für die Transformation von unpaarem Grade, 
dass man aus dem Ausdrucke eines transformirten 19- alle anderen durch Sub- 
stitution von halben Perioden für die ursprünglichen Argumente ableiten kann, 
so dass also die Coefficienten (1), (2), (3), (4), (5) in der Transformations- 
gleicbung (29.) nur für ein solches ^ zu berechnen sind. 



*) worauf wesentlich die Yon mir angegebene Methode zur Bestimraung der Con- 
stanten in der Transformationsgleichang zweiten Orades beruhte. 

14* 
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Der Satz von Hermite, dass es vier transformirte i7- Functionen giebt, 
welche durch dieselben vier & des ursprünglichen Systems ausdräckbar sind, 
folgt aus der einfachen Ueberlegung, dass, wenn diese vier Functionen mit 

^a ^ß ^Y ^^ßr 
bezeichnet werden (soll nämlich eine homogene algebraische Relation vierten 

Grades zwischen ihnen stattfinden, so geht der eine Index aus der Zusammen- 
setzung aller anderen hervor), die folgenden durch die Indices 

aß ay ßy 

» 

charakterisirlen Substitutionen wieder nur i^ - Functionen mit den Indices a^ ß^ y, 
aßy liefern, und ebenso ergiebt sich die von Brioschi in dem oben erwähnten 
Briefe an Hermite gemachte Bemerkung, dass für diese vier transformirten 
/7- Functionen die Werthe der Coefficienten dieselben bleiben, während sie 
selbst nur ihre Stelle ändern. 

Nach diesen Auseinandersetzungen kehre ich nun zur Bestimmung der 
in der Gleichung (29.) noch unbekannt gebliebenen Coefficienten zurück. 

Sucht man Substitutionen für ri, «2 welche die rechte Seite der Trans- 
formationsgleichung ändern, während sie die linke unverändert lassen, so 
findet man hier nicht wie bei der Transformation zweiten Grades Substitu- 
tionen in halben Perioden, welche nur eine Veränderung der Indices der &- 
Functionen hervorbringen, sondern erhält folgende aus den durch die Zahl 3 
getheilten Perioden zusammengesetzte Ausdrücke: 

^(^n = ÜQn + OnTn + O^iTi^) ^Cü^j = ^(p^j-f (Tj^Tj! + (721X22) 

(39.) ( ^£«12 = i (ei2 + ^12 '«^J 1 + ^22 1^12) iö^22 = ■i((>22+^12l'21+ ^22^22) 

i^'n = ^ (eil + ^11^11 + ^21^12) icüii = ii^n+o'ur 21 + 021X^1) 

i^n = i(pi2 + ^12l^ll + ^22'l^l2) iö>22 = ^ ((^22 + ^12'r2l + ^^22^22) 

welche, wie unmittelbar aus den zwischen den transformirten und ursprüng- 
lichen Argumenten bestehenden Relationen (4.) zu erkennen ist, die Argumente 
der transformirten & nur um ganze Perioden verändern. Was nun die Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen betrifft, so geben offenbar, da in 
der Diagonalreihe zwei der Transformationszahlen der Einheit gleich sind, die 
Substitutionen (39.) zwei von einander verschiedene Ausdrücke, welche den 
angegebenen Bedingungen genügen, und wenn man deren Summe und Diffe- 
renz als neue auf die Transformationsgleichung anzuwendende Substitutionen 
bestimmt, so erhält man, indem man die Argumente verschwinden lässt, fünf 
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von einander unabhängige zur Bestimmung der Coefficienten ausreichende li- 
neare Gleichungen. Dass dasselbe auch für die flbrigen Transformationen einer 
jeden Klasse gilt, folgt aus der Bemerkung, dass das durch eine lineare Trans- 
formation aus dem Repräsentanten der Klasse abgeleitete & gleich einem mit 
einer Exponentialgrösse multiplicirten & des ursprunglichen Systems ist. Es 
ist wohl kaum nöthig hinzuzufügen, dass wenn man den Transformationsaus- 
druck fflr ein ungerades & finden will, die eben angegebene Methode die 
Verhaltnisse der zu bestimmenden Coefficienten liefert, während wenn das 
trausformirte S- ein gerades ist, dasselbe für die NuUwerthe der Argumente als 
Factor in den für die Coefficienten sich ergebenden Ausdrücken auftritt. Zur 
Durchführung der Transformation braucht man jedoch nur eine dieser Re- 
lationen herzuleiten, da, wie wir oben gezeigt haben, nach der Bestimmung 
eines transformirten & alle anderen durch Substitution halber Perioden für 
die ursprunglichen Argumente erhalten werden, ohne dass die Constanten eine 
Aenderung erleiden*). 

Es sind somit die algebraischen Ausdrücke für die transformirten i^- 
Functionen als homogene Functionen dritten Grades der ursprünglichen & ge- 
funden und die Coefficienten derselben rational aus den d^- Functionen mit 
den ursprünglichen Moduln und Argumenten von der Form: 

3 ' 3 

zusammengesetzt. Durch Substitution von halben Perioden und Division der 
so entstehenden Gleichungen erhalten wir die algebraischen Transformations- 
formeln für die ^6e/schen Functionen. Was endlich die Berechnung der in 
den Coefficienten der Transformationsgleichung vorkommenden Grössen: 



*) Ich bemerke, dass die von Brioschi in dem oben erwähnten Briefe an Hermite 
gegebene Constantenbestimmung unvollständig ist; sie ist auf alle die Fälle nicht an- 
wendbar^ in denen alle Glieder einer Verticalreihe der Substitutionsdeterminante 

-e'ai —eil Qtt Qu 
— e'ii — e'ia Pit fti 

^0 (mod. k) sind, was unter den 40 Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
nur bei einer nicht der Fall ist. Es muss ausser den dort in Betracht gezogenen 
Veränderungen der Argumente der transformirten Functionen um ganze Vielfache der 
neuen Moduln, auch die Vermehrung derselben um ganze Zahlen, wie es oben von 
mir geschehen ist, zu Hülfe genommen werden. 
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<a. 






aDgeht, so weiss man *). dass sie von der Auflösong einer Gleichung vom Grade 

abhängen, von der man. nm die Grössen a/ zn finden, nnr eine Lösung zu 
kennen nöthig hat. — 

Nachdem ich zur Bestimmung der Coefficienten der Transformations- 
gleichung die 3Iethode auseinandergesetzt, die ich früher bei der Transforma- 
tion zweiten Grades angewandt, füge ich eine zweite hinzn. der ich vor der 
ersten den Vorzug gebe, weil sie uns unmittelbar zur Aufstellung der Modular- 
gleichungen der Transformation dritten Grades fuhren und für die Coefficienten 
mit Hülfe der für die XuUwerthe der Argumente genommenen ursprünglichen 
und transformirten ^-Functionen ziemlich einfache Ausdrücke liefern wird. 

Da es nach den früher angestellten Betrachtungen gleichgültig ist, fQr 
welches transformirte & man den aus den i^- Functionen des gegebenen Systems 
algebraisch homogen zusammengesetzten Ausdruck herstellt, da man ohne 
Aenderung der Coefficienten durch Substitution von halben Perioden jedes 
andere 9^ desselben Transformationssystems daraus herleiten kann, so will ich 
die Transformationsgleichung für ein S- suchen, dessen Indices die Transfor- 
mationszahlen m, n, q. ^ sämmtlich geradzahlig machen. Dass es in jedem 
Transformationssystem ein solches giebt, ist an sich klar, da für die oben auf- 
gestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen das Fundamentaltheia 
diese Eigenschaft besitzt, während es für die anderen Systeme daraus folgt, dass 
deren i^ gleich der mit einer Exponentialgrösse multiplicirten ^-Function des 
zugehörigen Repräsentanten ist. Sind nun m, n, q, p sämmtlich geradzahlig, 
so wird die in der Transformationsgleichung (29.) zuerst vorkommende Function 

das Fundamentaltheta des gegebenen Systems; für die beiden anderen t9^- 
Kunctionen : 



•*^^»'^^V>;r[v; und '^(<?i, «^2)^.^.3^.,;; 



r* «*< «1« «i< 



wAhle ich zwei angerade, deren Indices jedoch der Bedingungscongrnenz : 

/i>;+Kv;+,uJ»'J+;u,V,^ = (mod. 2) 

'^) llertnUe, Bur la division des foDCtions ab^liennes. 
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genügen, also z. B. die Functionen 

^(<?i,f?2)i und ^(<?i,r2)ü2, 

so dass die Congruenzen (30.) als Index der vierten ^-Function 34 ergeben 
und die Transformationsgleichung somit die Gestalt erhalt: 

die, um es noch einmal hervorzuheben, in jedem Transrormationssystero fflr 
irgend ein A besteht. 

Multiplicirt man die Gleichung (40.) mit ^(«1,^7)5 und wendet sodann 
die drei Substitutionen in halben Perioden auf dieselbe an, welche von den 
beiden Functionen: 

'^(<'i,<?2)5 und *(<?!, ©2)1 
die erste zu einer geraden, die zweite zu einer ungeraden Function machen, 
so erhält man, wenn man die Argumente verschwinden Ifisst und mit die 
transformirte, mit &- die ursprungliche i9- Function, mit €„ achte Einheitswurzeln 
bezeichnet, die folgenden Gleichungen: 

/ Ox»s = (l)^J+(4)^?*^, 

(Ai ) )'h^^^^ = (l)'^f^ + (3)%^^3, 

^ '^ U.Ö,^23 = (l)^J3-(3)^^3%, ' 

welche mit Beräcksichtigung der bekannten Relation: 

(42.) K-[-&t, = »t-»t* 
die Modulargleichang : 

(43.) «^Ö^d«+6,Ö.^„+«fd,^M = $1»^ 

und für die Coefficienten (1), (3), (4) die Werthe liefern; 

Wendet man ebenso auf Gleichung (40.) für «i, vt die durch die Indices 4, 
14 bezeichneten Substitutionen an, welche von den Functionen 

^{vi^9i)s und i^(ei,©2),B 
die erste zu einer geraden, die zweite zn einer ungeraden Function machen, 
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so erhält man: 

(45.) 



woraus in Verbindung mit den Gleichungen (41.) und mit Benutzung der 
Relation : 

(46.) d-t^»U = &t-&U 

die zweite Modulargleichung : 

(47.) t„e„9,+e^0,&,,+ e^e^&^ = Bj,», 
folgt und sich der Coefficient (2.) in der Form ergiebt: 

(48.) (2) = ^^^^. 

Der Coefficient (5) folgt jetzt aus der Gleichung (40.) , wenn man auf die- 
selbe eine beliebige Substitution in halben Perioden anwendet, welche der 
Index eines geraden 0^ ist. Man findet endlich leicht durch Benutzung der 
Relation : 

eine dritte Modulargleichung in der Form: 

(49.) e,e,»,,+ 8^6^9^ + 8,6,»,, = 6,&,. 

Ueberträgt man die eben gefundenen Resultate auf die Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen und beachtet, dass mit Ausnahme der Glieder in der 
Diagonalreihe des die Transformation darstellenden Schema's sämmtliche Trans- 
formationszahlen ^ (mod. 8), dass die Grössen m, n, p^ q far das transfor- 
mirte Fundamentaltheta geradzahlig, dass endlich fär dieses letztere 

/f 1 = mi , //2 = m, , Vi^ui^ ^2 = «2 
sind, so erhält man die folgenden für alle 40 Repräsentanten gültigen Rela- 
tionen, von denen je drei die zur Transformation gehörigen Modulargleichungen 
vorstellen : 

i' Ö34 5*34 +ö,ot9-,o + 0231^23 =^5^Sf ^2^^2+04 &, +0,, l9^,| ^^d^^s^ 

Ö4 i9"4 ±öi4l^i4+Ö34 5^j4 = öfiö-j, öy 6^0 +Öu3 5^,0 + öu|i9"oi = öjl^j, 

öoil^UI ±^14 ^14+^12 ^12 == Ö5i9"5, 62 »^^ ^12^12 + ^'^'^iS = ^5^59 

wobßi ZU bemerken, dass das positive Vorzeichen der Grösse 6i,&i, für die 
durch das zweite und dritte Schema von (8.), das negative für die durch das 
erste und vierte dangestellten Transformationen gültig ist. Aus den für die- 
jenigen Transformationen geltenden Modulargleichungen, für welche sowohl 
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die Argumente als auch die Moduln der transformirten «^-Functionen die drei- 
fachen der ursprünglichen sind, ersieht man, dass die in meiner ersten Ab- 
handlung über die Transformation der Abehchen Functionen (Bd. 64 dieses 
Jonrnals) mit HOlfe des Additionstheoremes der «9- Functionen hergeleiteten 
Relationen zwischen den ^6e/schen Functionen mit dreifachem und einfachem 
Modul (fBr die NuUwerthe der Argumente) aus den durch die Ausdrücke (50.) 
gegebenen Modulargleichungen zusammengesetzt sind. — Somit wflren fftr die 
Transformation dritten Grades die Modulargleichungen, sowie mit Hülfe der- 
selben die algebraischen Ausdrücke der transformirten ^-Functionen herge- 
leitet und zugleich die Behandlungsweise für eine beliebige Transformation von 
unpaarem Grade vorgezeichnet. Verbindet man die in dieser Abhandlung ge- 
fundenen Resultate mit denen, die sich bei der Untersuchung der Transformation 
zweiten Grades ergaben, so erhftlt man ohne Schwierigkeit die algebraischen 
Gleichungen zwischen den ^-Functionen der in einander zu transformirenden 
Abeischen Systeme für einen beliebigen Grad der Transformation. 

Greifswald, im November 1866. 
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Beweis eines Satzes von litgenäre. 

(VoD Hbttd Bttm iu Göttiogen.) 



ÄJ€geiub-e stellt in seinem traili de* integrale* Eulerieimea einen Sati 
auf, welchen er durch Indaction gefunden bat, und den man, meines Wissens, 
bis jettt nicht bewiesen hat. Ist nfimlich s eine gegebene ganxe positive Zahl 
und legt man die beiden bekannten Gleichungen 

(A.) rx.rn-x) = -^^— 
(B.) rx.r(±-+x)...r{^+x) = ^«x.a^-"^^nf-« 

ZU Grunde, so kann man, nach diesem Satxe, mit Hoire dieser Gleicbnngen, 
die sfimmtlichen in der Reihe 

(C.) i'-l, y-1, . . . /'izJ. 

enthaltenen Grossen finden, wenn man von denselben bereits die Aniahl 

'v = -|-(i-4)('-t)0-t)- 

kennt, wo a, ß, y, ... a. s. w. die Primtablen bedenten, durch weiche m 
theilbar ist, so dass also N der HAlfle der Anznhl der Zahlen gleich ist, 
welche relative Primzahlen zu s sind. 

Legendre bemerkt jedoch zugleich, dass man nicht willkflrlicb /V Grössen 
aus der Reihe (C.) zu diesem Zwecke auswählen kann, dass vielmehr diese 
Aaawahl Beschränknngen unterliegt, und dass es nicht leicht sei, vorauszu- 
sehen, welche N Grössen fQr einen gegebenen Weiih s mit Sicherheit zur 
Berechnung der flbrigen föbren. Ich holTe, dass die folgenden Erörterungen 
zur AufklArung dieses Gegenstandes beilragen werden. 

3. 
Zar Abkflrzung soll im Folgenden statt log.T — das Zeichen [ — 1 
gesetzt werden. Setzt man in {B.) 
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nnd nimmt die Logarithmen^ so hat man also 

l,g.(.'--.*.<.-",.K.-..)+[^] = [4.]+[l±£]+...+[i±(^-d)£.]. 

Ich werde jedoch den in dieser Formel erscheinenden Logarithmen, auf weichen 
bei der Beweisführung Nichts ankommt, weglassen und kürzer schreiben 

so dass man jedesmal, wenn die Formel streng richtig sein soll, den betreffenden 
Logarithmen noch zu suppliren hat. In demselben Sinne schreibe ich statt 
der Gleichung (A.)^ die Gleichung' 

iE.) [x] = -[l-x]. 
Auch werde ich, statt zu sagen legi' — , mich des Ausdrucks bedienen: der 

Bruch mit dem Zähler b und dem Nenner n, oder: der Bruch [ — J, was zu 

keinem MissverstAndnisse führen kann, da von anderen Grössen in Bruchforoi 

keine Rede sein wird. Sind zwei solche Brfiche [ — ^J und [^ — ^J so beschaffen, 

dass 6+6' = n, so sage ich: diese Brüche ergänzen sich, und man hat also 
nach (JS.) 

Auch werde ich die Zahlen, welche zu n Primzahlen und nicht grösser als 
-^ sind, die HaupUcMen von n nennen. 

3. 

Sei nun zuerst « = n** und n eine Primzahl (2 nicht ausgeschlossen). 
Es ist also zu beweisen, dass man sftmmtliche in der Reihe 

(^) [-^]. iU ■■■ [^] 

enthaltenen Brüche finden kann, wenn man gewisse in dieser Reihe enthaltene 

Glieder kennt, deren Anzahl -^"(^ ) ^^** 

Dies ist aber auch die Anzahl der Hauptzahlen von n*. Man nehme 
daher an, dass alle Brüche aus der Reihe {F.) bekannt sind, deren Zfthler 
die Hauptzahlen von fi"" sind und es wird nun leicht zu zeigen sein, dass man 
aus diesen alle übrigen Brüche der Reihe (F.) finden kann. 

15» 



(eo 
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Zunächst findet man dnrch Formel (E.) die BrOche, welche die als 
bekannt angenommenen ergänzen, man kennt also alle in (F.) enthaltenen 
BrOche, deren Zähler nicht dnrch n theilbar sind. Man bilde nun alle Bräche 

von der Form [— srrj ^^ * ^® Hauptzahlen von «""* bedeutet. Nach (D.) 

hat man, wenn man fttr k seine verschiedenen Werthe setzt, die — g^ll J 

Gleichungen 



„«-1 



Jede dieser Gleichungen enthält auf der rechten Seite n Bräche; in allen Gleichun- 

gen zusammen genommen kommen also auf der rechten Seite -2"(l } Brache 

vor. Es ist klar, dass sich keiner dieser Brflche auf einen Bruch mit kleinerem 
Nenner als n'' reduciren lässt. Auch können nicht zwei dieser Bräche gleidi 

sein. Denn aus f— j-H — ^l = r"^H ^1 wärde /—m = (m'— /')«•""* folgen^ 

es wäre also /— m durch n'"''' theilbar, während sowohl /.als m kleiner als 

DT— 1 

2— sind. Es folgt hieraus zugleich, dass auch l+m nicht durch n*"^ theil- 
bar ist, es können sich also auch nicht zwei dieser Bräche \—r-'\ — 1 und 

— j-H 1 ergänzen, da hieraus /+m+(r+i»')**^* = '>" folgen würde, also 

fi n J 

l+m durch n*"* theilbar wäre. 

Es ergiebt sich hieraus, dass alle diese Brflche entweder die ursprflng- 
lieh als bekannt angenommenen oder deren Ergänzungen sind, mitbin jeden- 
falls bekannt sind. Es folgt aber zugleich, dass man, um sie kennen zu 
lernen, auch wirklich die sämmtüchen als bekannt vorausgesetzten Bräche 
(oder ihre Ergänzungen) kennen muss. 

Vermittelst der Gleichungen (6.) findet man nun alle oben erwähnten 

Bräche von der Form r-^r^Tj ^^^ ^^^ diesen wieder ihre Ergänzungen, d. h. 

also, man kennt nun alle Brüche aus der Reihe (F.) bei welchen der Zähler 
durch n und keine höhere Potenz von n theilbar ist, oder, mit anderen Worten, 
alle Brüche aus der Reihe 



* 
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bei welchen der Zähler nicht durch n theilbar ist. 

Ans diesen findet man nnn wieder alle Brflche ans der Reihe (F.) bei 
welchen der Zähler darch n^ nnd keine höhere Potenz von n theilbar ist. 

Diese BrOche (oder ihre Ergänzungen) sind nämlich in der Form [^^ j 

enthalten, wenn k' eine der Hauptzahlen von n''"^ bezeichnet. Nun folgt 

aus (/>.) 

Die Brdche auf der rechten Seite dieser Gleichung, welche sämmtlich in der 

tW _L / II«— 2 -| 
^_i — J enthalten sind^ haben aber Zähler, welche nicht durch n 

theilbar sind, sie sind also bekannt und mithin auch die Brflche von dek* Form 

j — :^J und ihre Ergänzungen.. Aus diesen Brüchen findet, man wieder auf 

dieselbe Weise alle Brüche der Reihe (F.), bei welchen der Zähler durch n? 
und keine höhere Potenz von n theilbar ist, und so sieht man, wie allmählich 
alle Brflche der Reihe (F.) vermittelst der ursprQnglich als bekannt angenom- 
menen Brflche gefunden werden. £s ist mithin für diesen Fall der Le^emlresche 
Satz bewiesen. 

4. 
Sei nun ss = aby wo a und b Primzahlen sind. Man nehme zuerst an, 
dass man alle Brflche kennt, deren Zähler die Hauptzahlen von ab sind, deren 

Anzahl mithin ~2~(l~'~)(l~'x-) ist. Aus diesen findet man ihre Ergän- 
zungen und kennt* mithin die sämmtlichen Brflche, deren Zähler Primzahlen zu 
a und b sind. Man nehme femer an , dass 6 nicht = 2 ist und bezeichne 
durch k eine der Hauptzahlen von 6, also eine der Zahlen 1, 2, ... |(6— 1). 
Nun hat man nach (D.) 

indem man fflr k seine verschiedenen Werthe setzt, erhält man mithin |(6~1) 
solche Gleichungen. Die Brflche auf der rechten Seite der Gleichung sind 

alle in der Form [ ^ j enthalten, ihre Zähler also jedenfalls nicht durch b 

theilbar. Femer sind alle in diesen ^(6—1) Gleichungen enthaltenen Brflche von 
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einander verschieden. Dass nftmlich diejenigen, welche zu demselben Werthe 
von k gehören, nicht gleich sein können, versteht sich von selbst. Wäre aber 
[*:^]== [*'+^^'^ ]^ also k^K=^h{n'-n\ so mflssle ä-ä' dnrch h theilbar 

sein, wfihrend k nnd k beide kleiner als h sind. In jeder Gleichong wird 
aber unter diesen BrOchen etner und nur einer vorkommen, dessen Zfihler 
durch a theilbar ist, da man der Gleichung k+bx = ay, wenn o; und jf ganze 
Zahlen bedeuten, immer durch ein einziges Wertbenpaar x<iay y <ib ge- 
nOgen kann. Ist also / der Werth, für welchen Ar+fö = fna^ so bringe man 

den entsprechenden Bruch 1 -rr-J auf die linke Seite der Gleichung und zwar 

nehme man, wenn m>\hy statt dessen seine Ergänzung mit entgegenge- 
setztem Zeichen. Unter dieser Voraussetzung hat man also 

(^■)ß]-m=[^]+-+[^±^]+['-±^]+-+[^S^']- 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen nun nur Brflche, deren Zahler 
Primzahlen zu ah sind, deren Werthe mithin bekannt sind, ihre Anzahl ist 
a— 1. Indem man dann statt k seine verschiedenen Werthe setzt, erhalt man 
also ein System Gleichungen (^'0, welche auf der rechten Seite 

fcJ|tO = ^(l-l)(l-f) 

verschiedene Brüche enthalten, d. h. so viel als man als bekannt angenom- 
men hat. 

Die Brflche, deren Differenz auf der linken Seite steht, f-T-J und [^J 

gehören beide zu der Reihe von Brüchen, deren Zähler durch a und nicht durch 
h Iheilbar ist, und zugleich sind k und m kleiner als {b. Nun giebt es Ober- 
haupt nur \{b—\) verschiedene Brflche dieser Art, in den ^(6— 1) Gleichungen 
{H\) kommen aber 6—1 solcher Brflche vor. Es muss daher jeder dieser 
Brflche zweimal und nicht öfter vorkommen, da die Brüche, welche sich aus 
r^l ergeben, wenn man fflr k seine verschiedenen Werthe setzt, unter ein- 
ander verschieden sind, wie auch die Brflche, die sich aus i -^J ergeben. 

Es sind nun folgende Fälle möglich: 

1) Fflr einen bestimmten Werth von k ist [~Tj = "~r^]" Dann 
findet man aus der entsprechenden Gleichung {H'.) unmittelbar den Werth von 
r^J und dieser Bruch kommt nun in keiner einem anderen Werthe von k 
entsprechenden Gleichung {H'.) weiter vor. 
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Dieser Fall wird immer und nur dann eintreten, wenn a+1 dorch b 
theilbar iöl. Ist nämlich [^] = — [-^j^ ^^ *ö* ak == ab-^am, nun sei 

am=-k+lb, also ür(a+l) == (a— /)6^ da nun Ar nicht durch 6 theilbar ist, so 
muss mithin b ein Factor von a+1 sein. Ist umgekehrt a+1 durch b theilbar, 
so hat man 

Nun ist k<i^by also ■ "^ ^ <: -^i— , mithin a— ^^'^ ^ eine ganze positive 

Zahl, die kleiner als a ist; setzt man sie =/, so kommt der Zähler k+lb 
auf der rechten Seite der Gleichung (H'.) vor und da mithin 

ak = a6-(*+/6), 

so ist *+» = am und [^]=.-[^]. 

Ist z. B. i^ 45, a = 9, 6^5, so findet man 

[^] = L^]+[a+[a+[^]+[S]+[S]+IS]+S]+[S]. 

fö] = [a+ti]+Gö+ßi]+Ga+[S]+[aH-ß5]+rs]. 

Wie in diesem Beispiele, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden, dass 
Oberhaupt, sobald die Gleichung [^J^^l^r-J ^^ irgend einen Werth von 
k Statt findet, dies bei allen Werthen von k der Fall ist, d. b. man findet in 
diesem Falle für jedes gegebene k unmittelbar den entsprechenden Werth von 

lahj ^^^ ^^^ Gleichung {H\\ in welcher dieser Bruch vorkommt. 

2) Für einen bestimmten Werth von k ist [-^J = [^ J • Die ent- 
sprechende Gleichung {H\) gehl also in 

— ^J lässt sich nun nicht mehr aus dieser Gleichung 

bestimmen, er kommt aber auch in keiner anderen weiter vor. Statt dessen 
hat man aber nun eine Bedingungsgleichung zwischen den Brachen, welche 
man als ursprünglich gegebene und von einander unabhängige angenommen 
hat. Man streiche also einen dieser Brüche aus der Reihe der gegebenen und 
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nehme dafOr den Bruch |^-^J als gegeben an, so dass man im Ganzen meder 

dieselbe Zahl gegebener Brüche hat. 

Dieser Fall wird immer und nur dann eintreten, wenn b ein Factor 
ar-1 ist. Soll er nämlich eintreten, so muss ka = k+tb sein, da nun ür nicht 
durch b theilbar ist, so muss b ein Factor von a— 1 s6in« Ist umgekehrt 
ft(a— l) = /fr also ka = k+lb so ist /<Ca und mithin kommt in der Gleichung 

(ff'.), der Bruch [ ^ J nothwendig auf der rechten Seite vor. Es findet dies 

aber offenbar in jeder der i(6— 1) Gleichungen statt, die sich aus (H') er- 
geben, indem man für k seine verschiedenen Werthe setzt, d. h. man muss 
alsdann 1(6—1) der ursprünglich als gegeben angenommenen Brüche streichen 

und dafür die Brüche [-^J I "7 J als gegeben voraussetzen, und 

zwar so, dass man in jeder Gleichung {H'.) einen der darin vorkommenden 
ursprünglich als bekannt angenommenen Brüche aus der Reihe der gegebenen 

streicht und dafür den in derselben Gleichung vorkommenden Bruch [-^J 

als bekannt annimmt. 

Wäre z. B. z = 21, a=:7, 6 ==3, so mflsste man, nach der früheren 
Vorschrift zunächst die Brüche [^], [^], [/^], [^], [,\], [^] als bekannt 
annehmen, aus welchen sich dann ihre Ergänzungen ergäben. Man hätte aber 

[fr] = M+M+M+Cifl+CHJ+rttt+Hf] 

mithin 

Man nimmt daher l^] als gegeben an, während mau etwa [^] aus der 
Reihe der gegebenen Brüche streicht und seinen Werth aus der letzten Glei- 
chung findet« 

3) Findet keiner dieser zwei Fälle statt, so kommt in den Gleichungen 

(H'.) jeder der auf der linken Seite stehenden Brüche [--^J in zwei verschiedenen 

Gleichungen vor und zwar jedesmal mit einem von ihm verschiedenen ver- 
bunden. 'Er kann aber nicht beidemal mit demselben Bruche und dem$elben 
Zeichen verbunden sein. Käme nämlich auf der linken Seite in der einen 

Gleichung die Differenz [-^J — ["^1 ^^^ ^ ^^^ anderen die Differenz 

[■^]-fö] ^«"^ "»^ ^*^* [ä]=-[^]' ^«™*"^ [■^]=-[-S-]' »*> 

dass man zweimal die Differenz r^J'~[~ir'J hätte, so sei am ^^ k+lb. 
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am! = A' + th^ man hätte also 

ak = a6-(*+Ä), 

«J*'^ (a-1 )(*-*') = (/--/') 6, 

es mflsste also a— 1 darch 6 tbeilbar sein und mithin, wie oben bewiesen 
Moirde, m = A und m'^k'^ also ak = ab—ak' and A+A' = 6^ was nicht sein 
kann, da k und k' beide kleiner als ^6 sind. 

Dagegen kann es vorkommen, dass drei der Gleichungen {H\) die 
Form haben 

mid zugleich k = m", k^=:m, k" = ni! ist. Dann ist die Summe der auf der 
linken Seite der zwei ersten Gleichungen stehenden Ausdrucke, dem auf der 
linken Seite der dritten Gleichung stehenden Ausdrucke gleich. Man hat mithin 
wieder eine Bedingungsgleichung zwischen den als bekannt angenommenen 
BrOchen, man streicht daher einen dieser Brüche aus der Reihe der gegebenen 

und nimmt statt dessen einen der drei Brüche [-^J , [~^ J , [--r-J als bekannt 
an, aus welchem sich dann die zwei anderen vermittelst der erwähnten Glei- 
chungen ergeben. 

Es können auch complicirtere Beziehungen zwischen den Brüchen von 

der Form [-^^1 statt finden, welche zu Bedingungsgleichungen zwischen den 
ursprünglich als bekannt angenommenen Grössen führen. Man kann z. B. das 
System von fünf Gleichungen haben 
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Zieht man die erste Gleichnng von der zweiten ab, so erhtlt man die 

—r-J — |~^j nnd dasselbe erhftlt man, wenn man die drei flbrigen 

Gleicbnngen zusammen addKrt ; man hat also wieder eine Bedingnngsgleichnng 
zwischen den als gegeben angenommenen Grössen. Man mnss daher einen 

roh 1 FflÄ'^' T 

oft J ' ' * \r^\ ^^ bekannt annehmen^ und dafür einen der 

in der entsprechenden Gleichung {W.) auf der rechten Seite vorkommendmi 
Brfiche aus der Reihe der gegebenen streichen, dessen Werth man alsdann 
aus der Bedingungsgleichung kennen lernt. 

Dies wfire z. B. der Fall, wenn j5 = 55, a=5, 6=11. Hier httte man 

Vu-] = [Äi+[a+[S]+[ia+[S]' 

■ [^] = [äJ+Ga+U^]+l1l]+[S]. 

["sT"] = LssJ+LssJ+U+tsJ+Lw]' 



und demnach 



L55J~l55J ^ LmJ"^*' 
L55J~L55J ~ l-wJ"^"* 



. . • • 



Die Differenz der zweiten und der ersten Gleichung giebt [55]-- [55] und 
dasselbe erhfilt man, wenn man die drei letzten Gleichungen addirt. Man 
streicht also z. B. [^1 aus der Reihe der gegebenen Grössen und nimmt 

[55] ^^^ ''^^wnt an, dann findet man den Werth von [t^J aus der Bedin- 
gungsgleichung und femer aus den vorstehenden Gleichungen die Werthe von 
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Jedenfalls wird man ^ indem man die Werthe der Grössen \^\ aus 

den Gleiciiungen {H\) zu bestimmen suchte entweder auf solche Bedingungs- 
gleichnngen zwischen den ursprflngiich als gegeben angenommene^ Grössen 

geführt, oder man findet die Grössen (-^| wirklich durch Elimination. Dem- 
nach ergiebt sich, dass man alte Brüche, deren Zähler weder durch a noch 
durch b theilbar sind, sowie alle Brüche, deren Zahler durch a und nicht 
durch b theilbar sind, kennen lernt, indem man nur dieselbe Anzahl Brüche, 
wie anffingtich, als bekannt voraussetzt, und sieht zugleich, dass man diese 
Anzahl nothwendig kennen muss. Auf dieselbe Weise behandelt man die 
Brüche, deren Zähler durch b und nicht durch a theilbar sind. Es ist also 
auch in diesem Falle der Legendresche Satz bewiesen. 

Zur Ergänzung ist nur noch der früher ausgeschlossene Fall zu be- 
trachten, wenn b^2. In diesem Falle giebt es nur einen Bruch von der 

Form [-j^J nämlich [^J oder [i] dessen Werlh sich, wie bekannt, unmittel- 
bar aus fA.) ergiebt, wenn man dort x='-^ setzt, es bleibt also Alles wie 
früher. 

5. 

Um das Vorhergehende an einem Beispiele zu erläutern , sei » = 77. 
Man nimmt also zuerst die 30 Brüche als bekannt an, deren Zähler die Haupt-- 
zahlen von 77 sind. Schreibt man statt [^Vl ^^^ Abkürzung nur einfach die 
Ziffer 1 und so in allen übrigen Fällen, so sind diese Brüche: 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 23, 24, 25, 26, 27, 29, 
30, 31, 32, 34, 36, 37, 38. 

Aus diesen findet man zunächst ihre Ergänzungen. Dann hat man 
nach (/>.) 

Vw] = 1 + 12 + 23H-34+45 + 56 + 67, 



[tt] = 2 + 13+24+35 + 46+57+68, 
[^] ^ 3+14 + 25 + 36 + 47 + 58+69, 



[^-] = 4 + 15+26+37 + 48+59 + 70, 
[^] = 5 + 16+27 + 38+49 + 60+71. 



16 



124 Stern, BeweU eines 8al»es eon Legendte. 

Hieraos fol^ 

7+21 = 1+12 + 23+34 + 45 + 67, 
14-35 = 2+13 + 24+46 + 57+68, 
21-14 = 3+25+36 + 47 + 58+69, 
28+ 7 = 4+15 + 26+37 + 48+59, 
35+28 = 5+16+27+38 + 60+71, 

aus Welchen Gleichungen man durch Elimination alle auf der linken Seite 
stehenden Brflche und dann ihre Ergänzungen findet, so dass man nun alle 
Brüche kennt, deren Zfthler durch 7 theilbar sind. 
Ferner hat man 

[-^] = 1+ 8+15 + 22 + 29+36 + 43+50+57 + 64 + 71, 
[^^] = 2+ 9+16+23 + 30+37+44+51+58+65+72, 



riilL] = 3+10+17+24+31 + 38+45 + 52 + 59+66+73, 



also 



11-22 = 1+ 8+15+29 + 36+43 + 50+57+64 + 71, 
22+33 = 2+ 9+16+23+30+37+51+58+65+72, 
33+11 = 3+10+17+24 + 31+38 + 45 + 52 + 59+73, 

die zwei ersten dieser Gleichungen geben den Werth von 11+33 wie auch 
die dritte. Hier erhSlt man also eine Bedingungsgleichung zwischen den 
Brflchen die man als bekannt angenommen hat. Man streicht daher einen 
dieser Brflche aus der Reihe der gegebenen und nimmt statt dessen einen der 
Bröche 11, 22, 33 als bekannt an, wodurch man die Worthe aller Brflche 
findet, deren Zfthler durch 1 1 theilbar sind. 

6. 

Es ist nun leicht auf den allgemeinen Fall flberzugehen. Sei z^a'^b^a?,.. 
und Qy hy c , . . verschiedene Primzahlen. Man berflcksichtige nur, dass, sobald 

man alle Brflche von der Form [ *yXf.'/' ] = [ a— tfrAc^-^.. ] '^^'^»»^ 
wo «1 <C a, ßi<C ßy Yi<iY u. s. w. und k eine der Hauptzahlen von 

ist, man auch deren Ergänzungen, mithin alle Brflche kennt, deren Zfthler zu 
a""^"6^'''c^~'^*... Primzahlen und kleiner als diese Zahl sind. 
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Man geht auch hier wieder zanächst von der Voraasselzang aus, dass 
die Brüche bekannt sind, deren Zähler die Haoptzahlen von % sind, deren 

Anzahl also -^ — ^■^^(*"~"^)(*"""fc")(* y" *^*^ "°^ ^^^ weichen man 

ihre Ergänzungen findet, so dass alle Bröche bekannt sind, deren Zähler Prim- 
zahlen zu SS sind. 

Man berechnet nun die Bröche, deren Zähler durch a, a^ . . . aber 
nicht durch b, c... theilbar sind, auf folgende Weise. Versteht man unter k die 
Hauptzahlen von af^^^b^c^ . . ., so hat man 

Man setze zunächst voraus, dass a:>l. Alsdann sind die Zähler aller auf 
der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Bröche weder durch a noch 
durch b, c u. s. w. theilbar; diese Bröche sind mithin bekannt und man findet 

aus denselben alle Bröche von der Form 1 — J- Setzt man för k seine ver- 
schiedenen Werthe, deren Anzahl ^-^(l ')(^"~T") ' * *^*' ^^ ^'^ 

hält man ein System Gleichungen, welche auf der rechten Seite im Ganzen 

- — ^~~"0 )(^~"Ty '•• ^^^^® enthalten, und man zeigt wieder leicht, 

dass keine zwei dieser Bröche identisch sind. Dass nämlich die in derselben 
Gleichung vorkommenden nicht gleich sein können, versteht sich von selbst. 
Wären aber zwei Bröche aus verschiedenen Gleichungen einander gleich, so 
wörde ans k+la^^-^b^c^ . . . = k'+l'a'^-'b^c^ . . . folgen, dass *-*' durch 
af'^b^i^... theilbar ist, während k und ft' kleiner als af'^b^c^ ... sind. Es 
finden sich also auf der rechten Seite gerade so viel verschiedene Bröche, 
als man als bekannt angenommen hat. Weniger als diese Anzahl darf daher 

nicht als bekannt angenommen werden, wenn alle Bröche von der Form [—1 

und mithin alle Bröche, deren Zähler durch die erste und keine höhere Potenz 
von a (und nicht durch b, c u. s. w.) theilbar sind, gefunden werden sollen. 

Aus diesen letzteren Bröchen findet man nun ebenso die Bröche von 

der Form [— J^ indem man jetzt för k die Hauptzahlen von a^'^^b^c^ . . . 
nimmt, denn man hat 
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Non sind hier die Zfihler aller auf der rechten Seite der Gleichung stehenden 
Brüche durch a und keine höhere Potenz von a, auch nicht durch h, c . . . 

— J- Auf diese Weise fährt man 

— J zu berechnen hat, 

wo nun k die Hauptzahlen von b^c^... bedeutet, während man die Werthe 
der Brüche, deren Zähler durch a'"'^ (und nicht durch a% by c . . .) theilbar 
sind, schon als bekannt voraussetzt. Hier bedarf die Rechnung einer Modi- 
ficalion. Man hat nämlich nun 

Die Zähler aller auf der rechten Seite stehenden Glieder sind jedenfalls durch 
o^^' und nicht durch by c . . . theilbar. Setzt man nun fär k einen seiner 
Werthe, welcher nicht durch a theilbar ist, so findet sich unter diesen Gliedern 
eines, und nur eines, dessen Zähler Ara^^' + to'-'ft^cy... = a'"'\*+/6''cy..O so 
beschaifen ist, dass k+lbPc^... durch a theilbar ist, da man der Gleichung 
ax-'b^c^...y==k immer und nur durch einen einzigen Werth von y, der kleiner 
als a ist, Genüge leisten kann. Mithin findet sich auf der rechten Seite ein 
und nur ein Bruch, dessen Zähler durch a" theilbar ist. Setzt man dagegen 
für k einen der Werthe, welche durch a theilbar sind, so ist ka^"^ durch ä^ 
theilbar, es findet sich also auch in diesem Falle ein einziger Bruch auf der 

J' 

Während offenbar die Zähler der übrigen auf dieser Seite stehenden Brüche 

nur durch a*"' theilbar sind. Jedenfalls findet sich also auf der rechten Seite 

ein und nur ein Glied, welches durch a" theilbar ist. Dieses Glied bringe 

man auf die linke Seite der Gleichung. Sei ka'"''+la!'^^b^cT^... ^moT (wo 

auch / = sein kann), so hat man nun 

i~H^] = ■ 

sollte aber m> — o^"" ^^^'^^ ^^ nimmt man wieder statt [— — J seine Er- 
gänzung mit entgegengesetztem Zeichen. Indem man nun für k seine ver- 
schiedenen Werthe setzt, erhält man also ein System von 

-'^(i-t)O-t)- 

Gleichungen. Man kann nun wieder leicht zeigen, dass alle auf der rechten 
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Seite dieser Gleichangen stehenden Brüche von einander verschieden sind und 
diese Brüche sind alle bekannt, da ihre Zfthler durch keine höhere Potens 
von a als die a—V iheilbar sind. Auch ist klar^ dass unter den Brachen 

J keine zwei gleichen vorkommen können und da dies auch bei den 

— J der Fall ist, so folgt, dass jeder dieser Brüche zweimal vor- 
kommt. Es treten daher hier wieder dieselben Fftlle ein, wie sie schon in 
$. 4 besprochen worden sind. Ist für einen Werth von k der Werth von 

I — J und des correspondirenden 1 — — J derselbe, so giebt dies eine Bedin- 
gungsgleichung zwischen den auf der rechten Seite der Gleichung stehenden 

J WO h gegen s Prim- 
zahl, und man kann sie auf die ursprünglich als bekannt angenommenen, d . h. 
auf diejenigen zurückführen, deren Zfthler Primzahlen gegen & sind. Denn 
man hat 

wo die Zfthler aller auf der rechten Seite stehenden Ausdrücke offenbar Prim- 

J 

heisst also soviel als eine Bedingungsgleichung zwischen den ursprünglich 
gegebenen Grössen. Man streicht daher eine dieser letzteren aus der Reihe 
der als bekannt angenommenen Grössen und nimmt dagegen das entsprechende 

[ — J als bekannt au. Man beweist auch hier, fthnlich wie in dem einfacheren 

früher betrachteten Falle ($. 4), dass dies immer und nur dann eintreten wird, 
wenn a—i durch b^c^... iheilbar ist. 

Auch in allen übrigen Füllen, wo sich eine Bedingungsgleichung zwischen 
den ursprünglich gegebenen Grössen herausstellt, verführt man in fthnlicber 
Weise, wie dies schon bei dem erwfthnten einfacheren Falle erörtert wor- 
den ist. 

Man sieht hieraus, dass man nun schliesslich die Werthe sftmmtlicher 
Brüche kennt, deren Zfthler entweder durch keine der Zahlen a^ by Cy . . , 
oder durch die verschiedenen Potenzen von a und nicht durch b, Cy . . . 
theilbar sind, wfihrend die Zahl der ursprünglich als bekannt angenommenen 
Brüche immer dieselbe geblieben ist. 

Im Vorhergehenden wurde az>i angenommen. Ist a = l, so hat mM 
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^ekk rem Ambmg [ — j xm berechMB nd fttrt dies aaek dem so eben be- 

VerfSdkrcB aas. 
Dasselbe Verfahrea seift am aack, wie sun die Woibe der BrAcbe 
kaaa. derea /ifclfr av darch £e Terschiedeaea Poteaxen von 6 oder 
av darcb die TerscUedeaea Polcaica Toa e a. s. w. Ibeflbar siad, wtbrend 
die A m tmhl der als bebaaal sagcaoiweaea Brtcbe iaisier dieselbe bleibt. 

ÜBi am die Aricbe la fiadca, weld^ ia der Fora [~J eDtt^Iten 

siad. wo k e«e der BaapCnUea ^oa ^T-^i^^ ... bedeatet, gebt man von 
der Gleickaaf aas 



Die Brtcke tai der recktca Säle diceer Gleichnf haben Zahler, weldie nur 
dvch £e cnle Poleas tob h ^id sieht dvch m, e, ... ■. s. w. theilbar und 
■lAiB hckMMt aad. Aas iea Bi i ifcu i ah deai Zihler Üb findet man dann 
wieder aaf dieseihe Weise die BMche ait des ZiUer k^b, wo nan k di(> 
HaaptBaUca tob •*~'^*~'c' . . . sind a. s. w. Schliesslich sind noch die Brflche 
Mft de« Zihkm i«*A an indes. Hisr heaeidnel k die Haoptzahlen von 

* » « aaa ^laa aas 



Maa bowetrt aaa wieder*» wie firtber^ dass aaf der rediten Seite dieser Glei- 
cbaaf oia aad aar eia Gfied Torkomsit. welches darcb a* tbeitbar ist, und 
da» ia jeder ttlf irbany _ die saa darcb ^pecialisiraag des Wertbes von k 
etMU MI a a d if r ei * Glied dieser Ar« erscbräiL Bringt man daber wieder alle 
dWM tiKeder^ oder^ Mb sie grosser als ^ sind« ibre Erginsnngen mit ent^ 
gefeageeeUlMi I^icbea^ aaf die aadere Seite der Gleicbung, so seigt man 
aaa aaeb wieder ^ wie ia dea ibaUcbea fr«bwea Fallen, dass jedes dieser 
QUeder iw^iaia) vwboaiaiU aad dass maa daber entweder ibre Wertbe dnrcb 
KKmiaaUM ladeU oder bierdartb la eiaer Bedingnngsgleicbong swiscben den 
aar der m^lea Seite gebtiebeaea Gliedera gefübrt wird. Im letsteren Falle 
bat maa w ieder eiae Bediagaagsgbncbaag iwiscbea den nrsprOnglich als be- 

:•} 

te di.H*ihe I* • ''^^'^ ] + [*- **^'^',^'*^'^^ • ]+•>• verwandelt wer 
de« kasHx d«r«« tSlieder aar lihler eathaltea. die PriaisiAlen zu s sind. Mar 
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Streicht daher wieder eine dieser Grössen aus der Reihe der bekannten und 

J als bekannt an. 

Aus den bekannten Brüchen von der Form 1 J findet man dann 

wieder die Brüche von der Form 1 J und überhaupt sieht man nun, wie 

man. ' nmer in derselben Weise fortschreitend, allgemein die Brüche finden 
kann, deren Zähler in der Form ka^^b^'c^',,. enthalten sind, wo k die Haupt- 
zahlen von a"~"» A^"''« cy""^' . . . bezeichnet, während die Anzahl der als bekannt 
anzunehmenden Brüche immer die ursprünglich vorausgesetzte bleibt, wodurch 
der Legendresche Satz in seiner ganzen Allgemeinheit bewiesen ist. 

Göttingen, 1. August 1866. 
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Zur Theorie der windschiefen Flächen. 

(Von Herrn J. Lüroth in Mannheim.) 



§. 1. Coordinaten einer geraden Linie. 

S^ind ai, a^^ aj, a« und 61, 62? 63, 64 die homogenen Coordinaten 
Kweier Punkte im Raum, so führen wir als Punktcoordinaten der durch diese 
Punkte bestimmten geraden Linie. m\l Plücker (Phil. Trans. 1865) die Verhält- 
nisse der sechs Grössen 

»162 — 0261, »163 — 0361, «164 — 046,, 

»364 — 0463, 0264—0462, (hbz — Ozbi 

ein. Wir sind hierzu berechtigt, weil diese Quotienten die wesentliche Eigen- 
schaft der Coordinaten besitzen, dass sie ungeändert bleiben, wenn man die 
Elemente, von welchen sie abhängen, auf dem Gebilde, welches sie be- 
stimmen, beliebig verlegt. In der That, setzen wir o,+ A6/ für o^, o<+^6i 
für 6, so multipliren sich alle sechs Grössen mit dem Factor (/^ — a) und ihre 
Verhältnisse ändern sich nicht. Jene Grössen selbst werden wir homogene 
Coordinaten der Linie nennen und folgende Zeichen für sie gebrauchen: 

(0:1 = 0162 — 0261, 0^2 = »163 — O361, iF3 = O164 — O46,, 

(0:4 = O364— O463, Xs = O462 — O264, x^ = aib^ — ihK- 
Zwischen diesen sechs Coordinaten besteht die identische Gleichung 

(2.) XiX^+X2Xs + XiXQ = 0, 

so dass sie nur vier unabhängige Grössen vertreten; wie dies sein muss, da 
eine Gerade durch vier Bedingungen bestimmt ist. 

Sollen umgekehrt sechs Grössen a?i, ... x^ Coordinaten einer geraden 
Linie sein, so müssen sich Grössen o^ 6 so bestimmen lassen, dass die Glei- 
chungen (1.) befriedigt werden. Aus diesen folgen aber die Gleichungen 

— 02X4— 030:5— 04X0 = 0, 

010:4 —030:3+040:2 = 0, 

^10:5+020:3 —(^4^1 = 0, 

öl ^6 ""02 ^2 + 030:1 = 

und damit diese zusammen bestehen können, muss ihre Determinante ver- 
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schwinden. Diese ist eine äberschlagene und das Quadrat von XiX^+XjXs+x^Xti^ 
was also Null sein muss. 

Hiermit ist gezeigt, dass die Bedingung (2.) nothwendig und hinrei- 
chend dafür ist, dass sechs Grössen o^j, . . . a?o Coordinaten einer Geraden sind. 

Sind andererseits ctj, a,, a^^ a«, ßi^ /?3, /?3, ß^ die homogenen Co- 
ordinaten zweier Ebenen, so werden wir aus demselben Grunde wie oben die 
Grössen 

als homogene Ebenencoordinaten der Schnittlinie beider Ebenen bezeichnen. 
Diese beiden Arten von Coordinaten einer geraden Linie sind jedoch nicht 
wesentlich von einander verschieden. Bezeichnen wir mit '§ die laufenden 
Coordinaten, mit p^ q die Coordinaten zweier beliebigen Punkte, so sind die 
Gleichungen zweier Ebenen, welche durch a und b gehen 

^t'^iaib^p^ = 0, 2±i^chb:^q^ = 0. 

Entnehmen wir hieraus die Coordinaten der Ebenen und bilden die Grössen y^ 
so finden wir mit Hälfe eines bekannten Satzes der Determinantentheorie, 
wenn -2'+a,62/?3^4 = -D gesetzt wird 

Es seien nun Xi, ... X(y^ jd, ... y^ die Coordinaten zweier Geraden; wir 
wollen die Bedingung aufsuchen, unter der sie sich schneiden. Bezeichnen 
wir mit a^ b zwei Punkte der einen, mit a^ ß zwei Punkte der anderen Linie, 
so ist die Bedingung des Schnittes das Bestehen der Gleichungen 

a,+U, = A^a,+i^Ä, (1=1,2,3,4), 

welches erfordert, dass 

-2"+ a, 62 «3/34 = 
sei. Durch Entwickelung ergiebt sich hieraus die Bedingung 

(3.) x^y^+x^yi-\rX2yi-\'Xiy2+x^y^+x^y^ = 0. 
Bezeichnen wir, wie im Folgenden stets, 

Xi X4 + iTi X5 -[- X3 Xq mit Ä, 
so schreibt sich die Gleichung (3.) auch 

17* 
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§. 2. Gebilde aus geraden Linien. 

Damit sechs Grössen Xi^ ... Xq die Coordinaten einer geraden Linie 
seien, muss die Bedingung bestehen 

Ä = 0. 
Sollen nun die Coordinaten noch einer Gleichung 

w = 
genügen, wo u eine homogene Function von a?i, ... Xq^ so giebt es eine 
dreifach unendliche Schaar von Geraden, welche dieser Gleichung Genüge 
leisten. Das so erhaltene Gebilde heisst nach Plücker ein Complex, und zwar 
vom Grade «, wenn u eine Function w*" Ordnung ist. Die Function u ent- 
hält dann 

1.2.3.4.5 = (^ + ^)^ 

Glieder und («4- 5)5—1 willkürliche Constanten, von welchen man noch, wenn 
1*^2 ist, mit Hülfe der Gleichung Ä = (^+8)5 zerstören kann, so dass 
noch ^ '^^^-r J -y^-f- j übrig bleiben. Für « = 1 stimmen beide Formeln 

überein, so dass man allgemein sagen kann: 

Ein Complex w""' Ordnung wird durch ^ -^^^ )'^^^ j Gerade 

bestimmt. Wenn Relationen zwischen den Coofficienten Statt haben, so kann 
der Complex übergehen in das System der Tangenten einer Oberfläche oder in 
das System der Geraden, welche eine Raumcurve schneiden. 

Sollen die Coordinaten o^i , ... ar^ noch eine dritte Gleichung 

r = 
erfüllen, so genügt nur noch eine zweifach unendliche Schaar von Geraden 
diesen Bedingungen. Man nennt die Gesammtheit dieser Linien nach Plücker 
eine Congruenz oder nach älterem Sprachgebrauch ein Strahlensystem. 

Tritt zu den drei Gleichungen noch eine vierte 

io = 
hinzu, so existirt nur eine einfach unendliche Schaar von geraden Linien, deren 
Coordinaten die vier Gleichungen erfüllen. Diese bilden eine Configuration oder 
im Allgemeinen eine windschiefe Fläche. Ordnung und Klasse der windschiefen 
Fläche sind gleich der Anzahl der Geraden, welche eine gegebene Gerade 
schneiden, also gleich der Zahl der gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen 

Ä = 0, w = 0, = 0, f£? = 0. 
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wo a die Goordinaten einer beliebigen Linie sind. Ist u von der n**""^ t) von 
der m*^% to von der /*^** Ordnung, so ist die Anzahl der gemeinsamen Wurzeln 

2lmn 
und dies also die Ordnung und Klasse der Fläche, welche der Schnitt der 
drei Complexe w = 0, r = 0, w = ist. 

§. 3. Das Geschlecht der windschiefen Fläche. 

Denkt man sich die vier Gleichungen 

Ä = 0, w = 0, r = 0, tt> = 
aufgelöst, so werden sich die Verhältnisse der sechs Goordinaten darstellen als^ 
im Allgemeinen, algebraische Functionen eines Parameters. Statt dessen aber 
kann man sagen: die Goordinaten werden sich darstellen als ganze Functionen 
von zwei Parametern, welche durch eine Gleichung verknüpft sind. Diese 
Gleichung oder, wenn sie reductibel ist, einer ihrer irreductibeln Factoren be- 
dingt dann eine gewisse Klasse von ^6e/schen Integralen und Functionen und 
zwar 2/7 fach periodische, wenn p die charakteristische Zahl der Ahelschen 
Functionen ist, auf welche sie fuhrt, Bekanntlich lassen sich dann jene Para- 
meter durch solche Functionen darstellen, und das Gleiche gilt demnach von 
den Goordinaten einer Erzeugenden derjenigen einfachen windschiefen Fläche, 
welche dem gewählten irreductibeln Factor entspricht. Wir werden Geschlecht 
der Fläche die charakteristische Zahl der Abelschen Functionen nennen^ auf 
welche sie führt, und stellen uns jetzt die Aufgabe, dieses zu bestimmen. Um 
die Goordinaten Xi, ... jto als Functionen zweier Parameter in der angege- 
benen Weise darzustellen, verbinden wir mit den Gleichungen: 

Ä = 0, w = 0, «? = 0, w = 
noch zwei Büschel von linearen Gomplexen 

* a+sb = 0, 
a + zß = 0, 
wo a, by a, ß lineare Ausdrücke der x sind, und eliminiren aus diesen sechs 
Gleichungen die Goordinaten. Die resultirende Gleichung oder einer ihrer 

irreductibeln Factoren 

</?(«, a) = 

ist dann die Gleichung, deren p wir suchen. Ist k der Grad der Gleichung, 
welche in s und z von gleichem Grade ist, to die Anzahl ihrer Verzwei- 
gungspunkte, so ist nach Riemann 

(4.) p = -f -&+1. 
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k ist nun gleich der Anzahl der Schniltlinien der Flache mit einem linearen 
Complexe, also gleich dem Grade der Fläche; co ist gleich der Anzahl der 
Werthe von a, für welche {f>{B) = Q wird, ohne dass zugleich (/)'(j5)=t0 ist, 
d. h. gleich der Anzahl von Complexen des Büschels a + /?J5^ welche zwei 
henachbarte Erzeugende mit der Fläche gemein haben oder sie berühren. 
Diese Zahl, welche man, nach der Analogie der Raumcurven, etwa den Rang 
der Fläche nennen könnte, und damit p, lässt sich bestimmen, wenn, wie wir 
jetzt annehmen wollen, die windschiefe Fläche der vollständige und nicht in 
Theile zerlegbare Schnitt der drei Complexe w = 0, r = 0, «? = ist. Be- 
zeichnen wir nämlich mit a^ b, c^ d irgend vier Linien, so bestimmen diese 
ein Büschel von linearen Complexen und die Bedingung, dass einer derselben 
durch die Erzeugenden x, x + dx gehe ist dann 

-^i ^1^^2 03 ^4 ^5 4. = 0. 

Um diese Bedingung mit Hülfe der Gleichungen 

Ä = 0, « = 0, r = 0, ir = 0, 

JSRidXi = 0, JSUi dXi = 0, JSVidXi = 0, -2*«?^ dXi = 0, ^y, = -^j 
zu reduciren, multipliren wir mit 

in welcher Determinante die a und ß beliebige Grössen sind, und erhalten 
dann, nach Fortlassung eines nicht verschwindenden Factors: 

ZUitti ^ViOi Swiüi ^Ritti 



(5.) D = 



^«, bi 2 Vi bi 


StCi bi 


^R^bi 


2Ui c, ^Vi Ci 


-ifr.c^ 


iß, c. 


SUidi ^'Vidi 


^Wid, 


^Ridi 



= 0. 



ftf Diese Gleichung ist vom Grade /+m+» — 2 und der durch sie dargestellte 

Gomplex schneidet also die windschiefe Fläche in 2lmn{l-\'m-\-n-'2) Linien. 
Dies ist die Zahl der gesuchten Complexe, vorausgesetzt, dass die Determi- 
nante, mit welcher multiplicirt wurde, nicht verschwindet Dies geschieht aber 
unabhängig von den a und ß, wenn entweder alle ti, oder r, oder tr, ver- 
schwinden, oder wenn eine Gleichung besteht von der Form 

*i«,+^«?<+^3«?.+ *4Ä.- = 0, (t = 1, 2, ... 6) 
in welchen beiden Fällen die windschiefe Fläche Doppelerzeugende besitzt^ 
für die mit q>\8) auch (p\!s) zu Null wird. Ist die Anzahl dieser Linien dy 
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SO ist demnach 

(6.) u) = 2lmn{l+m+n -2)-2rf; 

und somit, da hier k = 2lmny 

(7.) p = lmn{l+m+n-4:) + i-d. 
Wenn die Flache nicht der vollständige Schnitt dreier Complexe ist, ziehen 
wir aus der Gleichung (4.) das Resultat 

(8.) lo = 2ä+2(/?-1). 
Um nun andere, auch fQr diesen Fall geltende, Formeln fär p zu erlangen, 
stellen wir die folgende Betrachtung an. Wie leicht zu sehen ist, sind die 
Coordinaten des Schnittpunktes einer Geraden und einer Ebene lineare Functio- 
nen der Coordinaten der Geraden. Schneiden wir also die windschiefe Fläche 
durch eine Ebene, so werden sich die Coordinaten eines Punktes der Schnitt- 
curve darstellen als ganze Functionen von zwei Parametern, zwischen welchen 
eine Gleichung besteht, die auf 2/? fach periodische Functionen führt. Das 
Geschlecht der Schnittcurve ist also gleich dem Geschlechte der Fläche selbst*). 
Die Schnittcurve hat einen Doppelpunkt, wo ihre Ebene eine Doppelcurve 
oder eine Doppelerzeugende schneidet. Bezeichnen wir also die Anzahl der 
Doppelerzeugenden mit d^ die Summe der Grade der Doppeicurven mit S, 
so ist 

(9.) p = JLzl^^^d-d. 

Andererseits stellen sich auch die Coordinaten einer Ebene, welche durch eine 
Gerade und einen Punkt geht, als lineare Functionen der Coordinaten der 
Geraden dar, und so findet man das Geschlecht der Fläche auch gleich dem 
Geschlechte des Tangentenkegels, den man von einem Punkte an sie legen 
kann, wenn man den Kegel als Einhaltende einer Scbaar von Ebenen be- 
trachtet. Die Klasse dieses Kegels ist aber gleich der Ordnung k der Fläche; 
er hat eine Doppeltangentenebene, wo die Fläche eine Doppelerzeugende be- 
sitzt und ausserdem möge er noch cT Doppeltangentenebenen besitzen, welche 
Doppeltangentenebenen der Fläche sind. Dann ist 

p = _ d—tr. 

Wir sehen ans der Vergleichung beider Formeln für p dass J = S', dass also 
die Snmme der Ordnungen der Doppeicurven einer windschiefen Fläche gleich 

ist der Summe der Klassen der abwickelbaren Flächen der Doppeltangenten- 

« ■ ■ ■ ■ 

*) Dies wurde, soviel ich weiss, zuerst von Herrn H. Schwarz ausgesprochen 
(dieses Journal Bd. 64, pag. 2). 
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ebenen. Wobei unler Klasse, wie gebräuchlich, die Anzahl der Ebenen ver- 
standen ist, welche durch einen Punkt gehen. Mit Hülfe dieses Ausdrucks für 
p finden wir noch 

ü) = k{k-i)-2d-2d. 

Wenn wir endlich aus (9.) d berechnen und für p seinen Werth (7.) anwenden, 
indem wir k entprechend = 2lmn setzen, so finden wir 

(10.) d — lmn{2lmn — l—m — n+i)—d 

als die Summe der Ordnungen der Doppelcurven einer windschiefen Fläche, 
welche der vollständige Schnitt dreier Complexe ist. 

§. 4. Die allenthalben endlichen Integrale. 
Den im vorigen Paragraphen gefundenen Werth (7.) von p kann man 
bestätigen durch directe Aufstellung der Integrale erster Gattung, deren es 
bekanntlich p verschiedene giebt. Die Form dieser Integrale ist nach Herrn 
Clebsch (dieses Journal Bd. 63, pag. 224) 

0£±a^b^c^d^x^dx^ 

D ' 

^ wo D die Bedeutung hat, die es im vorigen Paragraphen besass und wo 
eine homogene Function der Coordinaten ist vom Grade /+m+«— 4. Diese 
Function enthält nun {l+m+n+i% Glieder, von welchen sich jedoch mit 
Hülfe der gegebenen Gleichungen leicht manche zerstören lassen. 

Es möge allgemein eine Function ä***" Grades der sechs Grössen x 
bestehen neben einer Gleichung von den Graden Atj, Ar2, Ära, ür«, so sieht man 
leicht man, dass man, wenn Ä>Är,+Ä2+Ä3+Ä4 9 niit Hülfe der gegebenen Gleichun- 
gen, in der Function A**" Grades so viele Glieder zerstören kann, dass nur noch 

übrig bleiben, wo £ die Summe bedeutet ausgedehnt über alle Combinationen 



/ 



I.X 



ohne Wiederholungen der vier Zahlen 1, 2, 3, 4 zu zweien, £ zu dreien u. s. w. 

Um die obige Zahl auszuwerthen , beachten wir, dass (»+5)5 der Coef&cient 
ist von x^ in der Entwickelung von (1 + a:)"^* nach Potenzen von x; der 
obige Ausdruck ist dann gleich dem Coefficienten von a^ in der Entwicke- 
lung von 

(i+x)*+».{i-(n-x)-*.}.{i-(i+x)-*'}.{i-(i+x)-*«}.{i-(i+xr*«} 

= aJ*.(H-ar)*+*.ftiÄaÄ,&4{l-(*,+Ä,+AjH-Ä4+4)aJ+...} 
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nach Potenzen von x, und findet sich also 

(11.) = ÄrÄ,Ä,Ä3*,-AMA_(Ar, + Ar, + *3 + **--6). 



Ist, w^nn ÄTi, ÄTj, ÄTa, ^4 nach der Grösse geordnet sind, k<ilfi+k2+ki+k^ 
dagegen >Ä2+Ä3+Ä4, so ist die obige Zahl zu vermindern um 

d. h. zu vermehren um (Äi + Ä2 + Ä3+ä*— Ä— 1)5. Wenn k auch noch 

80 ist der Ausdruck weiter zu vermindern um (Ä?+Är3 + Är4— ä— 1)5. Hier, 
wo Ä = /+m+it— 4 und Äi = 2, tritt der letzte Fall ein und es findet sich 
demnach die Zahl der Glieder 

= lmn{l+m + n—4)+l. 

Da aber der Complex noch durch die Doppelerzeugenden gehen muss, für 
welche die Determinante D=0, so ist diese Zahl noch zu vermindern um d, 
so dass in der That nur p Glieder übrig bleiben, welche mit willkürlichen 
Constanten multiplicirt sind. 

Die windschiefe Fläche wird von einem Complex in einer endlichen 
Anzahl Linien ge$rchnitten. Wie nun Herr Clebsch a. a. 0. gezeigt hat, ist 
die Summe von Abelschen Integralen erster Gattung ausgedehnt über dieses 
Schnittsyslem constant, wenn der Complex durch die Doppelerzeugenden geht. 
Durch passende Wahl der unteren Grenzen, oder indem man von einem 
Schnittsystem bis zu einem anderen integrirt, kann dieser constante Werth 
gleich Null oder wenigstens gleich einem Feriodicitatsmodul gemacht werden. 
Ist der Complex von der Ordnung k, so erhält man auf diese Weise zwischen 
den 2klmn — 2d Schnittlinien beider Gebilde p Gleichungen und p dieser Linien 
sind also durch die übrigen bestimmt. Und in der That beträgt, wenn k^ 
/+m+it — 3, die Anzahl der in Ar noch bleibenden Conslanten nach (11.) 

2Är/iw» — /fiMt(/+ ^ + « — 4). 

Man kann also von dem Schnittsystem 2Ä/mw — /i»»(/+m + it— 4) — rf— 1 Linien 
beliebig wählen und /»i«(/+m+it— 4) — rf+1 -p sind dadurch bestimmt. Die 
aus dem Abelschen Theorem fliessenden Gleichungen sind also gerade hin- 
reichend zur Bestimmung dieser Erzeugenden. Wenn Ä </+»»+«— 3, so 
wird die Zahl der durch die übrigen bestimmten Schnittlinien kleiner, ohne 
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dass jedoch die Gleichungen des ^6e/schen Theorems zu bestehen aufhören 
können. 

Man kann mit Hülfe des Abelsc]iexi Theorems, nach Analogie der \6n 
Herrn Clebsch bei den Curven aufgestellten Sätze, mit Leichtigkeit Sfitze auf- 
stellen aber die Berährungen von Complexen mit windschiefen Flfichen, die 
wir jedoch, da sie sich beinahe wörtlich aus jenen ablesen lassen, tibergehen. 



§. 5. Die^ singnlären Erzeugenden. 

Zwei aufeinanderfolgende Erzeugende einer windschiefen FlAche schnei- 
den sich im Allgemeinen nicht, und es existirt nur eine endliche Anzahl von 
solchen, bei welchen es Statt hat. Wir wollen diese singulare Erzeugende nennen 
und uns jetzt die Aufgabe stellen, deren Anzahl zu bestimmen, für den Fall 
einer windschiefen Fläche, welche der Schnitt dreier Complexe ist. 

Es seien Xi^ ... x^ die Coordinaten einer Geraden, x+dx die einer 
benachbarten. Es bestehen dann die Gleichungen 

Ä(aj) = 0, R{x+dx)=^2dx,^ + i2dXidx,-^^^0. 

Sollen sich beide Linien schneiden, so muss 

sein. Verbindet man diese Gleichung mit der vorigen, so zeigt sich, dass, 
wenn zwei Systeme von Grössen x, x+dx die Coordinaten zweier sich schnei- 
denden Linien sein sollen, die Gleichungen besteben müssen 

(12.) Ä(a:) = 0, -2'Ä,£te, = 0, 2:-^^dx,dx,=-Ö. 

Neben diesen gelten für unseren Fall die Gleichungen 

ti = 0, r = 0, II? = 0, 

Bestimmen wir aus den drei letzten Gleichungen, der zweiten (12.) und einer 
Gleichung 

2hidXi = 0, 

welche aus einer Beziehung ShiX^ = 1 zwischen den homogenen Coordinaten 
hervorgebt, die Verhältnisse der dx und setzen sie in die letzte Gleichung 
(12.) ein, so erhalten wir in der mit 
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«1 


»I 


fh 


»4 


«6 


«B 


«1 


«I 


Cj 


«4 


»6 


«6 


IDi 


«>2 


»3 


»4 


fPj 


»6 


Ä. 


R, 


A3 


A4 


Ä5 


Ä6 


*. 


K 


ks 


*4 


*5 


«6 



geränderten ffe«96schen Determinante von R die Gleichung des Complexes, 
welcher die windschiefe Fläche in den gesuchten Erzeugenden schneidet. In 
der so erhaltenen Gleichung kommen die willkflrlichen Constanten k noch im 
zweiten Grade vor. Diese kann man auf bekannte Weise in einen Factor 
(Aria?i+--+At6a?6)^ = 1 vereinigen und erlangt so endlich die Gleichung des 

eintragt : 
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= 0. 



Dieser Complex ist vom Grade 2(/+m+it— 3). Die Anzahl seiner Schnitt- 
linien mit der Fläche ist somit =4/iitii(/+m+'»— 3). Jede Doppelerzeugende 
ist aber auch Doppelerzeugende dieses Complexes, und somit sind von dieser 
Zahl die id Schnittlinien, welche in Doppelerzeugende fallen, fortzulassen, 
weil sich dort wohl benachbarte, aber nicht aufeinanderfolgende Erzeugende 
schneiden. Es bleibt also die Zahl der singulfiren Erzeugenden 



(13.) 



= 4/mii(/+m4-ii— 3)— 4rf 

= 2Ä+4(p-l). 

Fflr ein Hyperboloid ist Ar = 2 , p = 0. Daher die Zahl wie bekannt = 0. 
Setzen wir / = 2, m = 1, it = 1, so wird & = 4, p ==i und also die Zahl der 
singulfiren Erzeugenden = 8. 
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§. 6. Beziehung der windschiefen Fläche auf eine Curve. 

Wir haben gesehen, dass die Coordinaten der Erzeugenden einer wind- 
schiefen Fläche sich darstellen als homogene Functionen dreier Parameter, 
zwischen welchen eine Gleichung besteht. Fassen wir' diese Parameter als 
die Dreieckscoordinaten eines Punktes in einer Ebene auf. so stellt die Glei- 
chung zwischen ihnen eine Curve dar und es ist also, durch die homogenen 
Functionen, eine solche Beziehung festgesetzt zwischen der Flache und der 
Curve, dass, im Allgemeinea, jedem Punkte der Curve eine Erzeugende der 
Fläche entspricht und umgekehrt. Jedem Punkte der Ebene wird aber auch 
eine gerade Linie zugehören, deren Coordinaten man findet, indem man in 
jene Functionen die Coordinaten des Punktes einträgt ; alle diese Linien bilden 
eine zweifach unendliche Schaar, d. h. ein Strahlensystem und sind durch ge- 
wisse Eigenthümlichkeiten an einander geknüpft. Jeder Curve der Ebene ent- 
spricht dann eine windschiefe Fläche des Strahlensystems, und der Geometrie 
der Ebene eine Geometrie im Strahlensystem. 

Es mögen die Coordinaten x einer geraden Linie gegeben sein als ho- 
mogene Functionen m^^^ Ordnung 

(14.) pa:, = (p^^ViViVz), 

wo Q ein Proportionalitätsfactor ist, und die Functionen (p als so beschaffen 
vorausgesetzt werden, dass sie die Gleichung 

(15.) (p^'Y'^ + (f^'^ (p^'^ + (f^'^ (p^^^ = 
identisch erfüllen. 

Wir wollen ferner voraussetzen, dass Punkte, Ausnahmspunkte, vor- 
handen sind, fär welche alle Functionen (p gleichzeitig verschwinden; und 
zwar mögen die Curven y = im i*^" Ausnahmspunkte alle einen t;^ fachen 
Punkt haben. Da für einen solchen Punkt die linken Seiten von (14.) gleich 
Null werden, so mflssen entweder alle x verschwinden, was keinen Sinn hat, 
oder (j mussNuU sein und zwar 7;fach. Differentiiren wir nun die Gleichungen 
(14.) Tjmal, so erhalten wir, da für den Ausnahmspunkt rfp=rf^p=" = rf''"''()=0, 

rf^e . X, - :Sdy", • dyV dyV • ^2 (p^'\ 

wo der Kürze wegen dltp^^ fQr 3~Tr5 «7^"^ gesetzt ist. Man sieht hieraus, 

dass jeder Richtung in der Ebene der y ^ in der man vom Ausnahmspunkte 
fortgehl, eine bestimmte Linie entspricht. 
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Denken wir uns nun in der Ebene der y eine Curve it*^' Ordnung 
f=^0^ welche im f"*" Ausnahmspunkte einen «.fachen Punkt hat, und bestimmen 
die Ordnung der ihr entsprechenden Fläche. Diese ist gleich der Anzahl von 
Schnittpunkten mit einer Geraden a oder gleich der Anzahl der gemeinsamen 
Wurzeln der Gleichungen 

Es sind deren m.n. Da aber die zweite Gleichung, unabhängig von den a 
befriedigt wird durch die Coordinaten der Ausnahmspunkte, so sind die diesen 
entsprechenden Schnittpunkte zu verwerfen und der Grad der Fläche ist also 

(16.) k = m^n — ^a^rj^. 

Das Geschlecht der Fläche ist gleich dem Geschlechte der Curve f und so- 
mit, wenn wir mit ß die Anzahl der Zweige eines vielfachen Punktes he-- 
zeichnen, der kein Ausnahmspunkt ist 

(17.) p = !^zd^_^<^_:^Ä(Ä=J). 

Die Fläche wird dann die Erzeugenden, die vielfachen Punkten entsprechen, 
welche nicht zugleich Ausnahmspunkte sind, zu vielfachen Erzeugenden haben, 
und zwar zu /? fachen, wenn der betreffende Punkt ß Zweige hat. Ausser- 
dem werden noch Doppelerzeugende auftreten, welche von der Natur des 
Strahlensystems herrühren. Deren Anzahl plus der Summe der Grade der 
Doppelcurven findet man aus (9.) §. 3, indem man die oben gefundenen Werthe 

für k und p einträgt und von der berechneten Summe d-\-3 noch 2^i^ — l 

abzieht. 

Es ist hier, wie im Folgenden, vorausgesetzt, dass die vielfachen Punkte 
keine zusammenfallenden Tangenten haben. 



§. 7. Der Bang der windschiefen Fläche. 

Die Zahl der linearen Complexe eines Bäschels, welche eine wind- 
schiefe Flftche berfifaren, könnten wir, mit Hülfe der obigen Zahlen, aus (8.) 
berechnen. Wir wollen jedoch hier, um eine Anwendung der eben entwickel- 
ten Principien zu machen, jene Formel direct verificiren. 
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Die Gleichung des Bflschels sei ii+^ = 0, wo n und r lineare Aus- 
drücke in den x sind. Wenn man nun in der Gleichung eines Complexes 
für die Coordinaten x die (p setzt, so erhftlt man die Gleichung einer Curve, 
deren Schnittpunkte mit /*= den Schnittlinien des Complexes mit der FIftcbe 
entsprechen. Aus dem Bfischel von Complexen u + Xe = entsteht so ein 
Curvenbfischel und der gesuchte Rang der Fläche ist gleich der Anzahl von 
Curven dieses Bflschels, welche f=0 berfihren, d. h. gleich der Anzahl der 
Schnittpunkte dieser Curve mit der «/aeoMschen Curve der Functionen f, u^ v, 
deren Gleichung 7=0 wir abkürzend schreiben wollen 

(18.) r= 



u. 



= 0. 



Diese Curve ist von der Ordnung 2m+fi— 3 und die Anzahl ihrer Schnitt- 
linien mit f=0^ also ii(2iw+it — 3). Hievon gehen aber einige ab. Hat f=0 
einen /3 fachen Funkt, der kein Ausnahmspunkt ist, so hat T einen (/?—l) fachen 
und die hier entstehenden ß{ß—i) Punkte sind nicht zu zählen. 

Hat aber f einen a fachen Punkt in einem 17 fachen Ausnahmspunkt, so 
wird T (2i;+a— 3)fach Null. Um die Natur dieses Punktes näher zu unter- 
suchen, setzen wir in T für y y + li, wo unter y die Coordinaten des be- 
trachteten Punktes verstanden sind und entwickeln. Das erste Glied, welches 
nicht verschwindet, enthält i^'+"~^, dessen Coefficient ist 



5'-'«. 
dl-' 9, 



WO ßV symbolisch gleich ist t v^i"^ — ^"* 



,2 -r, — I- «1 -r—j (p. Aber auch dieser 



Coefficient ist gleich Null. Um dies zu zeigen, bilden wir, unter A beliebige 
Grössen verstanden, 



iA,y,+A,y, + A,y,)d"'+''^T = 



Atyi+Att/i-hA^gj 








t)'-' 



5'-'», 

Aus der symbolischen Darstellung von d'' <p folgen nun leicht die Gleichungen 



'^""'P^^-W,^''"f = 4ry"f'> 
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mit deren Hülfe die rechte Seite der vorigen Gleichung 

A 

(«-«+i)e«-7 d'-'f, 

wird. Dieser Ausdruck verschwindet aber, da ja d'~^f und ö'"'«, d''~'t> 
verschwinden, weil /einen «fachen, u und e aber einen 17 fachen Punkt haben. 
Wir müssen also den CoefGcienten von 1^''+''-'' betrachten, der sich findet 



ßil+a-^X = 



Multipliciren wir wieder mit ^1 jri + -^i Sfi + -^a STs « so g®ht mit Benutzung der 
früheren Gleichungen der erste Term über in 

Ai 

(«-a)ÖV d'fi 
5'-'«, 

und ähnlich verwandeln sich der zweite und dritte Term, so dass man schreiben 

kann 

Ai 



d'n 




1 ö"-'/- 




ö-'A 


e-^'f», 


+ 


ö'«, 


+ 


di-'Ui 


ö'-'c, 




Ö'-'»4 




ö'c, 



iAiyi+A,y,+A,y,)8^'^<'-''T = - 



{n-a)d'f d'-% 
(«1—17)6'« ö*"'«« 



Multiplicirt man die drei letzten Reihen mit ^»i, -i%^ 

subtrahirt von der ersten, so kommt: 



m—fi ^ 



zl und 



(i4.yi+^y2+^»3)ö"'+-^T= - 



(19.) 



m — ri 



(A»?l + ^J»?l + ^3»?3) 








B'f 



ö'-'e, 



ni7 — mo 



ÖY. 



BA, 
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Die Curve T hat also einen (2?? +o — 2) fachen Punkte von dessen Tangenten 
a mit denen des Punktes von /= zusammenfallen; und die Anzahl der fort- 
zulassenden Schnittpunkte ist somit a{a + i)+{27]^2)a. Die gesuchte Zahl 
wird also: 

= ii(2i»i+ii-3)-JS-/:?.(/9,-l)--2'27/,a,-JS-«,(o,-l) 

wie wir oben gefunden hatten. 

§. 8. Die singulären Erzeugenden. 

Wir wollen jetzt die Anzahl der singulären Erzeugenden bestimmen, 
welche auf der durch die Curve /=0 dargestellten Fläche liegen. 

Die Bedingung, dass sich zwei durch die Punkte y und y + dy re- 
präsentirte Linien schneiden, ist die 

Q = 9^'KyW'\y+dy)W'Ky)<p^'\y+dy)W'Ky^^ 

+ V''' (y) V''' (y + äy) + <p''' iy) <p''^ (y + dy). 
Entwickeln wir hier die (fiy + dy) und bedenken, dass der identischen Glei- 
chung (15.) wegen, 

so verschwinden die Glieder erster Ordnung und die Glieder zweiter Ordnung 
schreiben sich, 

(21.) <p^w':'+<p':'<p^'+<pr<pr-^<p^'€'+€'<'+<p?'<f'f = «u 

gesetzt, 

(22.) Za^dy.dy, = 0. 

Setzen wir hier fQr die Verhältnisse der dy die Werthe, welche sich aus den 
Gleichungen 

ergeben, so erhalten wir in 

«11 «12 «13 A *i 
«21 fiha «23 /i ^2 

«31 »32 «33 A *3 =0 

fi A A 

*i &2 ftj 



(20.) 



(23.) S = 
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die Gleichung der Curve, welche /=0 in den Punkten schneidet, welchen 
singulSre Erzeugende entsprechen. Diese Gleichung enthält noch die Grössen 
Ar im zweiten Grade, und diese müssen in einem Factor abgesondert werden. 
Dass dies möglich ist, sieht man leicht ein. Denn bildet man, einen Aus- 
druck wie 01^1+0292+^93 = gesetzt, S.P, indem man der obigen Deter- 
minante noch die Zeilen 

A A 4 / 

0/0 

und die entsprechenden Colonnen zufflgt, so kann man diese Gleichung leicht 
transformiren. Es dienen hierzu die aus (21.) wegen des Satzes der homo- 
genen Functionen hervorgehenden identischen Gleichungen 

(24.) 2;a«y, = 0, (* = 1,2,3). 

Die transformirte Determinante ist dann gleich S'.lt^y wo S' sich von S nur 
dadurch unterscheidet, dass die / an die Stelle der Ar getreten sind. Aus der 

Gleichung S.P^S'.k^ folgt aber, dass -rr von den Ar frei sein muss, w. z. b. w« 

Um den Factor Ar^ = 1 wirklich abzusondern, bedarf es einer genaueren Unter- 
suchung der Form der Grössen o^ . Wir glauben diese hier um so mehr 
Obergehen zu können, als die Untersuchung der Singularitäten von S sich 
leichter an die obige Form anschliesst, und die Andere, von Ar^ befreite Form, 
keine Vortheile bietet. 

Die Curve S = ist von der Ordnung 2(m+ii— 3) und hat also 
2i»(iii+i»~3) Schnittpunkte mit/=0. Von diesen Punkten sind jedoch manche 
zu verwerfen. Hat zunftchst die Curve f= einen /^fachen Punkt, der kein 
Ausnahrospunkt ist, so hat S dort einen (2/i— 2) fachen Punkt, und die Anzahl 
der in diesem Punkte vereinigten Schnittpunkte betrfigt somit 2/9(/9— 1). Diese 
sind aber nicht zu zählen, weil sich in der entsprechenden Linie wohl un- 
endlich nahe aber nicht aufeinanderfolgende Erzeugende schneiden. 

Hat aber die Curve f einen a fachen Punkt in einem Ausnahmspunkt, 
so ist der Fall, dass dieser ein einfacher Punkt aller Curven ^ = ist, von 
dem zu trennen, dass er ein vielfacher Punkt ist. 

Im ersten der beiden Fälle wird S (2a — 1) fach Null, da, wie aus 
(20.) erhellt, a^ daselbst Null wird. Um die Natur dieses Punktes zu er- 
forschen, haben wir zu betrachten 
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a^-'s = 



ö-Ya Ih 



doii öüM doiz 
ddhi d^ Satn 
S(hi ÖÖ32 ÖÖ33 ö*'"Ys i^ 

fti Ar, «3 

Mit Hfllfe der Gleichongen, welche die a^ definireo, erkennen wir nun leicht, 
dass für einen Ausnahmspunkt . die Gleichung Statt findet: 






ans der sich die speciellen Fälle 

dahh 



= 0; 



öfi 



c^»< ' 



ergeben. 

Weil ferner ffir einen Ausnahmspunkt a^^O, so hat man auch die 
Gleichung: 

Berechnet man aus diesen Formeln die Werthe der Differentialqnotienten , so 
findet man schliesslich 

Bau = 2 Jf (jfj »j — y, »3), dan — — My^ »» + iVjf , », + ( Jfy , — iVy,) »,, 
Bon - 2JV(y,»3-y,»,), öo,, = (iVsf,-Py,)»,-%»,+/»y,»j, 
öojj = 2/» (y, »1 — yi »,), ßoj, = Afy, s, + (Py, — %,) a^ — Py, »j . 

Ans der identischen Gleichung iE" 0^^4=0 folgt noch die Gleichung S d(k(i,ffi=0^ 
deren Bestehen erfordert, dass 

Äyi+iVy.+Py, = 
sei. Dieser Gleichung genügend kann man setzen 

M:N:P = ^jjrj— -r4jy, :.<4,y,— ^,^3 :.4,yj— ^,y,. 
Führt man nun die Werthe der da« in d^~^S ein, so findet sich dies 



y, *, k.d'-' fi- k.d'-' fi 

yy »3 k.d'-'f.-k.d'-'n 
Reducirt man diese beiden Determinanten auf die bekannte Art, so findet sich 
endlich 

(25.) d'^-'S = öY-(^iö'-?,+^,ö«-7,+^,ö«-Y,).Ä*. 



*i ö—Yi ^yj-^yj 

Ä2 ö"-Yi -43yi— u4,y, 

Äj ö— Y> ^iyj--^iyi 
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Q29i^2a^4g _ 



DieCarre 8 hat also im Ausnahmspunkt einen (2e»—l) fachen Ponkt, von dessen 
Tangenten a mit denen des Punktes von f ooincidiren. Dieser Punkt absorbirt 
somit a(a+l)4-a(a—l) = 2a^ Schnittpunkte, die nicht zu zählen sind. 

Wir betrachten jetzt den Fall • dass der Ausnabmspunkt ein 17 facher 
Punkt ist, wo 17^2. Da, wie man aus (21.) sieht, die a^ (217— 2) fach Null 
werden, so hat fi> einen (2i7+2a— 4) fachen Punkt. 

Um ihn genauer zu untersuchen, betrachten wir die Polare 

d^'^'an ö'^""-Oi2 d"^'an ö-'A k, 
d^'^^a2i ö'^-'on ö'^^'na, ö^-'A *2 

Ö'^'os, Ö'^-'n,2 Ö'^'fl» Ö'^Ys *s 

ö«-7, ö«-Y, Ö-'A 

ki Ih k 

Da nun die Gleichung 

»«^1+00^2+00^3 = (• = 1, 2, 3) 
eine identische ist, so gelten fflr den Ausnahmspunkt die Gleichungen 

(26.) !f^^"^''a,,+y^^"^'a^+y,^"^'a^ = 0. 
Aus der Gleichung 

die, wegen 

auch geschrieben werden kann: 

folgt nun 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist identisch Null, wie sich sogleich zeigt, 
wenn man die Operation 8'^'^ auf die identische Gleichung 

anwendet, ffir die y die Coordinaten des Ausnahmspunktes setzt und dann 
nach jba differentiirt. Wir haben also auch die Gleichungen 

(27.) »iö'^'aa+»2Ö''^'o«+»3Ö'^'a.3 = (• = 1, 2, 3). 

19» 



5'»-'«M = ^(yj»i-yi 


.»3)% 


5'»-»a„ = ^(Sf,»,-y,»,)% 


Hiermit wird 


(28.) ö»'+»"-*S = A 


St Vi 




»» Jfj 




»j ys 
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Wenn wir eine der Gleichongen (26.) mit der entsprechenden Gleichung (27.) 
yeri»inden, so können wir die VerhSUnisse von 

ö»»-*aa, d"^aa, B"^'ao 

berechnen. Durch Vergleich der beiden Werthe von «^'"'a«, ö*""*«!», ö*""*«?« 
können wir die auftretenden Proportionalitfitsfactoren bis auf einen bei allen 
Grössen gleichen Factor bestimmen und finden so endlich: 

ö*'~'oii = ^(sf»»j-yj»»)% ö*'"'»« = A(ff2»3 -ys»»)(yj»i— yi»j), 

ö»9-»a„ = ^(yj»,-jf, »j)(3ri»j-yj»i), 
ö*»-'aj, = ^(3ri»j-3rj»i)(yj»3-yj»j). 

*»ö— /•.-», ö"-Y, 

Der Factor .<4 ist von der Ordnung 2i] — 4 in den s. Die Curve ST = hat 
somit in dem betrachteten Punkte 2a Zweige^ von deren Tangenten je swei 
mit den Tangenten des Punktes von f äbereinstimmen , und weitere 217—4 
Zweige. Es fallen sonach in diesen Punkt 2a^+2a+2aij'-4a Schnittpunkte 
beider Curven. Die Ansahl der für unsem Zweck in Betracht kommenden 
Schnittpunkte, also die Ansahl der singnlfiren Erzeugenden ist endlich: 

2n{m+n-S)-.S2ß{ft-\)'^2Sa'^S{2a^+2a+2af]-'4a), 

wo sich die erste Summe auf die vielfachen Punkte, welche keine Ausnahms- 
punkte sind, die zweite auf die einfachen und die dritte auf die vielfachen 
Ausnahmspunkte bezieht. Die obige Zahl ist nach (16.) und (17.) gleich 

(29.) 2*+4(/i-l). 

Diese Zahl, welche mit der, im speciellen Falle des §.5 gefundenen, flber^ 
einstimmt, gilt unter der Voraussetzung, dass die vielfachen Punkte von f=0 
keine zusammenfallenden Tangenten besitzen, eine Voraussetzung, die aber 
bei allgemeinen Flfichen ihrer Art stets von selbst eintreten wird. 

§. 9. Die Geometrie im Strahlensystem erster Ordnung. 

Als Beispiel für die in §. 6 angedeutete Behandlungsweise der Geo- 
metrie im Sirahlensystem, wollen wir das Strahlensystem betrachten, weldies 
entsteht durch den Schnitt zweier linearen Compleze. 
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Es seien 

die Gleichungen der beiden Complexe. Das Strahlensystem, welches sie er- 
zeugen, ist identisch mit dem Schnitte der beiden Complexe 

Wir wollen nun für li und I2 die Wurzeln der quadratischen Gleichung setzen : 

Jeder der beiden letzterwähnten Complexe stellt dann eine gerade Linie dar, 
und wir sehen also hieraus: 

Alle Strahlen des Strahlensystems, welches der Schnitt zweier li- 
nearen Complexe ist, schneiden zwei gerade Linien. 

Dass diese Linien sich im Allgemeinen nicht schneiden werden ist klar. 
Es ist leicht, von dieser Eigenschaft ausgehend die homogenen Functionen des 
§. 6 zu bilden. Legen wir zwei gegenüberliegende Kanten des Coordinaten- 
tetraeders jn die beiden Geraden, welche wir mit A und B bezeichnen wollen^ 
so sind die Coordinaten eines Punktes der Linie A etwa 

0, 0, ai, ifli, 

und eines Punktes der Linie B 

61, filh^ 0, 0. 

Bilden wir hieraus die Coordinaten ihrer Verbindungslinie und setzen -^ fltr 
X. -^ fOr it. so sind die Ausdrücke der Coordinaten 

Wir sehen hieraus, dass die Punkte yi = 0, jf3 = und y2 = 0, {^3 = einfache 

Ausnahmspunkte sind. In dem ersten dieser Punkte wird — abhfingig von 

der Richtung, in welcher man von ihm fortgeht; es entsprechen somit den Rich- 
tungen um diesen Punkt die Linien, welche man von dem Punkte 62 der Linie 
B durch die Linie A ziehen kann. Ebenso entsprechen dem anderen Aus- 
nahmspunkte die Geraden, welche sich von dem Punkte (^ der Linie A durch 
die Gerade B legen lassen. 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Linie jf3 = in allen ihren Punkten 
nur die eine Linie 0262 darstellt, die wir känflig mit C bezeichnen wollen. 
Es ist hierbei beachtenswertb , dass C nur abhangig ist von der Wahl des 
Coordinatentetraeders nicht aber von der Natur des Strahlensystems. 
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Da zwei Linien des Systems sich nur auf einer der beiden Geraden 
Ay B schneiden können, so ist klar, dass alle in diesem System gelegenen 
windschiefen Flächen keine anderen vielfachen Curven als diese Geraden haben 
können. Es ist ferner klar, dass auch keine Doppelerxeugende im Strahlen- 
system existiren. 

Schneiden wir nun das System durch einen Complex von der iV*""* 
Ordnung, so erhalten wir die der SchnittHAche entsprechende Curve, wenn 
wir die Werthe der x, wie sie oben durch die y ausgedrückt sind, eintragen 
in die Gleichung des Complexes. Es entsteht so eine Curve 2N^ Onlnung, 
welche in den beiden Ausnahmspunkten iVfache Punkte hat. 

So vrird der Schnitt eines Unearen Complexes dargestellt durch einen 
Kegelschnitt, welcher durch beide Ausnahmspunkte geht. Die entsprechende 
FKche isi ein Hyperboloid. Es lisst sich leicht zeigen, dass diese FlSche 
unendlich viele Geraden entbSlt, welche alle Erzeugenden schneiden. Ist 
nämlich c ==: die Gleichung des* Complexes, durch dessen Schnitt mit a und 
b sie entsteht, so liegt jede ihrer Erzeugenden auch auf dem Complexe 
lia+inb+iiiC = 0, Die Grössen l lassen sich aber auf unendlich viele Arten 
80 bestimmen, dass dieser Complex eine gerade Linie darstellt. Hiermit ist 
jener bekannte Satz bewiesen. 

Der Schnitt eines Complexes zweiten Grades mit dem Strahlensystem 
ist eine FlSche vierter Ordnung von dem Geschlechte /i=l, welche durch eine 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten in den Ausnahmspunkten dar- 
gestellt wird u. s. w. 

Wir wollen jetzt umgekehrt untersuchen, welche FlSchen durch ge- 
gebene Curven dargestellt werden. Der Grad einer Flfiche, welche durch 
eine Curve n*^ Ordnung, die im Ausnahmspunkte jfi = 0^ tfs = einen a fachen, 
im anderen einen /9 fachen Punkt hat, reprflsentirt wird, ist 

Da hier jedem Werthe von -^ n— a Werthe voö — entsprechen, so gehen 

durch jeden Punkt der Linie A n—a Erzeugende, so dass diese Linie 
(w—a) fache Curve ist. Ebenso wird B (n—ß) fache Curve. Ferner sieht 
man, dass jede durch B gelegte Ebene (n— ex.) fache und jede Ebene durch 
A (ii—/9) fache Tangentenebene ist. Da weiter die Curve die Linie ys = 
noch in n— a— /? Punkten schneidet, welche sfimmtlich der Linie C entsprechen, 
30 ist diese Linie (n — a—/?) fache Erzeugende der FlSche. 
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Wenden wir dies an anf die oben betrachtete Schnhtflflcfae dee Systems 
mit einem Complexe iV"*'' Ordnung, so folgt: 

Eine windschiefe Fläche 2N^^" Grades, welche der vollständige Schnitt 
zweier linearen Complexe mit einem Complex iV"*^ Grades ist, hat zwei 
iV fache Curven, welche gerade Linien sind. 

Wir bemerken noch^ dass diese Fläche, von allen 2^^^" Grades, welche 
der vollständige Schnitt dreier Complexe sind^ das höchste p besitzt; wie sich 
ans Formel (7.) $. 3 leicht ergiebt. 

Im speciellen Falle, wo iV=2, hat die Fläche vierter Ordnung, die 
beiden Geraden zu Doppelcurven. Wir bemerlLen noch, dass diese Fläche 
vierten Grades die einzige ist, fAr welche p= i ist. Denn setzen wir in 
(8.) $. 8 A = 4, /»=:1, d^O so ergiebt sich (T=:2, und dass diese Curve 
nur aus zwei sich nicirt schneidenden Geraden bestehen kann, wenn die Fläche 
eine eigentliche Fläche sein soll, ist klar. 

Einer Geraden, welche durch einen Ausnabmspunkt geht, entspricht 
nun ein Strahlbüschel, welches von einem Punkte der einen der Linien A, B 
durch die andere gelegt ist. 

Geht die Gerade nicht durch einen Ausnahmspunkt, so stellt sie ein 
Hyperboloid dar, welches, da die Gerade ya = in einem Punkte geschnitten 
wird, die Linie C unter seinen Erzeugenden enthält. Da eine Gerade durch 
zwei Punkte bestimmt und die Linie C willkflrlicb ist, so sehen wir, dass ein 
Hyperboloid durch drei Erzeugende bestimmt ist. 

Ein Kegelschnitt, der durch beide Ausnahmspunkte geht, ist das Bild 
eines Hyperboloids, welches aber die Linie C nicht enthält. Da nun ein 
Kegelschnitt eine Curve zweiter Klasse ist, so giebt es zwei Hyperboloide, 
welche durch zwei Linien des Systems gehen und ein Hyperboloid, welches 
diese Linien nicht als Erzeugende enthält, in zwei aufeinanderfolgenden Linien 
schneiden. 

Ein Kegelschnitt der durch einen Ausnahmspunkt geht, z. B. durch den 
y^ = 0, tfi = 0, stellt eine Fläche dritter Ordnung dar, welche in der Linie B 
eine Doppel- und in A eine einfache Curve besitzt. Die Linie C gehört zu 
den Erzeugenden der Fläche. Wir sehen hieraus, dass die Fläche durch 5 
ihrer Erzeugenden bestimmt ist, wenn eine Linie, welche Doppelcurve und 
eine andere, die einfache Curve werden soll, gegeben ist. 

Geht ein Kegelschnitt durch keinen Ausnahmspunkt, so ist die ent- 
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sprechende FiSche von der vierten Ordnung, A und B sind ihre Doppelcurven 
und C ist eine Doppelerzeugende. 

Diese Fläche erscheint als specieller Fall der allgemeinen Fläche vierter 
Ordnung mit den Doppelcurven A und B, welche durch eine Curve dritter 
Ordnung dargestellt wird, die durch die Ausnahmspunkte geht. Fflr diese 
Fläche, welche mit der oben erwähnten identisch ist, ]st/»=:l. Sie wird, 
wenn ihre Doppelcurven gegeben sind, durch acht Erzeugende bestimmt. Da 
eine Curve dritter Ordnung neun Wendepunkte hat, so giebt es neun Hyper^ 
boloide des Strahlensystems, welche durch eine gegebene Erzeugende der 
Fläche gehen und diese in drei auf einander folgenden Linien schneiden u. s. w. 

Diese Beispiele werden hinreichen, um die Art der Uebertragung von 
Sätzen aus der Ebene zu zeigen und es wird leicht sein, diese Uebertragung 
vorzunehmen, besonders wenn man noch die projectivischen Beziehungen 
zwischen den windschiefen Flächen, für welche p = ist, einfährt, auf welche 
die entsprechenden Curven, die ihre Bilder sind, hinweisen. 

Mannheim, im November 1866. 
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lieber Strahiensysteme der ersten Ordnung und 

der ersten Classe. 

(Von Herrn 0. Memes.) 



XJie ErklSrong eines Sirahlensystems der ersten Ordnang und der 
ersten Classe als eines Systems von geraden Linien, von denen durch jeden 
Punkt im Räume nur eine einzige geht und ebenso in jeder Ebene nur eine 
einzige enthalten ist, genfigt den Anforderungen nicbt, welche man von Seiten 
der Geometrie an eine solche Definition stellt, insofern sie nicht unmittelbar auf 
die Bedingungen hinweist, unter denen man beispielsweise zu gegebenen Strah- 
len eines Systems neue Strahlen desselben zu ziehen hat. Bei denjenigen 
Strahlensystemen der ersten Ordnung und der ersten Classe — und von Syste- 
men dieser Ordnung und Classe ist in dem Folgenden ausschliesslich die Rede, 
auch wenn Ordnung und Classe nicht besonders hervorgehoben sind, — deren 
Strahlen sfimmtlich zwei bestimmte windschiefe Linien, die Leitlinien, durchschnei- 
den, hat sich aus dieser Eigenschaft eine einfache geometrische Definition herlei- 
ten lassen* und bekanntlich sind derartige Systeme von Steiner in seiner System. 
Entw, §. 59 für seine Projectionstheorie benutzt worden: wenn man diese 
Strahlensysteme einer analytischen Behandlung unterzieht, so gelangt man zu 
dem eigenthflmlichen Resultate, dass für gewisse andere Strahlensysteme die 
Leitlinien als imaginfir anzusehen sind, oder vielmehr, dass bei der Darstel- 
lung von Strahlensystemen mit Zugrundelegung gemeinschaftlicher Leitlinien 
man diese Leitlinien als imaginär annehmen kann, ohne dass die sie durch- 
schneidenden Geraden, also die Strahlen der betreffenden Systeme, aufhören 
reell zu sein. Dieto Beziehung zu den Leitlinien ergiebt sich demnach als eine 
nur zufftUige Eigenschaft der Strahlen eines Systems, und es scheint die Kennt- 
niss solcher den Strahlen eines Systems charakteristischer geometrischer Eigen- 
schaften, welche unabhfingig von gewissen das Strahlensystem bestimmenden 
Bedingungen allen Strahlensystemen gleichmfissig zukommen, zu einer allge- 
meinen rein geometrischen Definition derselben führen und ausserdem einfache 
Constructionen für die einem gegebenen Punkte oder einer gegebenen Ebene 
sukommenden Strahlen vermitteln, noch zu fehlen. Die folgenden Entwicke- 
langen, welche ihren Ausgang von den oben erwähnten Sleinerschen Unter- 
suchungen nehmen, sind vielleicht geeignet, diese Lücke zu ergünzen. «— 

Journal fllr MathaiiAtik Bd. LXVU. Heft 2. 20 



154 Hermes, über Straklensysteme erster Ordnung und erster Classe. 

§. t 

Gerade Linien, welche zwei gegebene windschiefe Gerade, die Leit- 
linien, durchschneiden, bilden ein Strahl ensystem der ersten Ordnung und der 
ersten Classe; denn durch jeden Punkt im Räume, welcher nicht auf einer Leit- 
linie liegt, geht nur ein einziger Strahl, nfimlich die Durchschnittslinie der bei- 
den Ebenen, welche durch diesen Punkt und die Leitlinien bestimmt sind, und 
ebenso liegt in jeder Ebene, welche nicht eine Leitlinie enthält, nur ein ein- 
ziger Strahl des Systems, nämlich die Verbindungslinie der Schnittpunkte dieser 
Ebene mit den Leitlinien. 

Zur Darstellung eines derartigen Strahlensystems kann man etwa aN 
Leitlinien wählen die Durchschnitte der ganz beliebigen Ebenenpaare: 

L,: und Lj: 

wo also die die erste Leitlinie enthaltenden Ebenen bezüglich conjugirt har- 
monisch sind zu den beiden die zweite Leitlinie enthaltenden Ebenen in Be- 
ziehung auf die FIfichenpaare t, u und e, u> des Coordinatentetraeders : als- 
dann werden durch die beiden Gleichungen 

^ *^ it+lu+fiip+mw) = 0, 

f&r verschiedene Werthe von l und fi gerade Linien dargestellt, welche die 
beiden Leitlinien Li und £3 durchschneiden, also demselben Strahlensystem za- 
gehOren. Charakteristisch ftlr diese Darstellung ist, dass, wenn in den Glei- 
chungen der beiden Leitlinien L die Coefficienten / und m imaginfir werden, 
sich für die Constanten X und fi in den Gleichungen der sie durchschneidenden 
Geraden (1.) Werthe finden lassen, für welche diese Gleichungen noch einer 
reellen Geraden zugehören. Dies zeigt sich sofort aus den Gleichungen der 
durch die Linie (1.) und die Ecken des Coordinatentetraeders gelegten Ebenen, 
von denen jede zwei vereinigt die Linie (1.) darstellen, nämlich: 

2/tf -(i-jtt)e + (A+A».)m» = 0, 

.2/ +(i+Ai)e-(A-^)«ip = 0, 

{l—fi)t^{l-\-fji)lu + il^mv} = 0, 

fahrt man in diese Gleichungen statt / und m besOglich H und m, oder ein- 
facher % ein, so bleiben ihre Coefficienten entweder durchweg reell, oder es 
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hebt sich aas ihnen der Factor • weg, wenn l und u conjugirte complexe 
Werthe bedeuten, etwa 

(3.) i = «-/?!, ^u = a + ßi, 

und es erhalten alsdann die Gleichungen (2.) die Form 

u+ ße + aw = 0, 

-ßt+au +(^a'+ß')u> = 0, 

at+ßu+{a'+ß')f> = 0; 

diese Gleichungen firficken also reelle Ebenen aus, deren gemeinschaftliche 
Schnittlinie durch die beiden Gleichungen 

(5) \t-i^ + (^-ßiKf>-^^) ^0, 
it+iu+{a + ßi){f> + iw) = 

dargestellt wird. In der That nehmen auch diese Gleichungen durch Trennung 
der reellen und imaginären Theile die Form an: 

(6) M+«^-/^«'~»(«+/^«' + ««^) = Ö, 
U+af^-ßw+i(u+ßf> + aw) = 0, 

welche gleichbedeutend sind mit den ersten beiden Gleichungen des Systems (4.)- 
Nunmehr lässt sich auch umgekehrt zeigen, dass durch swei Gleichun-» 

gen von der Form (4.) bei veränderlichen Werthen von a und ß allgemein 

die Strahlen eines Systems dargestellt werden: 

Durch die Gleichungen einer geraden Linie 

(7.) I' ^ A«+A|tP, 

werden nfimlich für veränderliche Werthe der Constanten l, Xi, u, fi^ die 
Strahlen eines Systems der ersten Ordnung und der ersten Classe dargestellt, 
wenn zwischen diesen Constanten ausserdem zwei Gleichungen des ersten 
Grades stattfinden, wie etwa 

Ui = a i+6 u+c, 

und es wird durch die Werthe der Coefficienten Oy b, c, Oi, 6j, C| das 
Strahlensystem definirt. Wenn man nämlich zu diesen beiden Gleichungen 
noch die Bedingungen hinzufügt, dass der Strahl (7.) durch einen bestimmten 
Punkt P gehen oder in einer bestimmten Ebene E liegen soll, so hat man 

20» 
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zur Bestimmung der vier Constanten in (7.) grade die erforderliche Anzahl 
von Gleichungen. Diese Bestimmung ist eine eindeutige, wenn man von be- 
sonderen Lagen der Punkte P oder der Ebene E absieht, es führen abw 
grade diese besonderen La^en zu einer einfacheren Form der Gleichungen 
(8.) und demnach auch zu einer zweckmässigeren Darstellung der Strahlen 
des Systems. 

Die Constanten c und Cg zunfichst bedingen eine besondere Lage des- 
jenigen Strahls, welcher den Werthen iL = 0, /i = zugehört: derselbe wird 
nSmIich 

t = ew, n=^ CiW, 

also eine ganz bestimmte Gerade durch den Eckpunkt tnw. Nimmt man für 
e und Ci die Werthe Null an, so fillt dieser Strahl mit der <ii-Kanfe zu- 
sammen und der den Werthen X= x und /i = oo entsprechende Strahl mit 
der 9IP- Kante, und wenn c und C| beliebig gegebene Werthe haben, so kann 
man stets durch eine bestimmte Drehung der <- und ii- Ebenen bezüglich um 
die tw-' und «tc?- Kante, nftmlich indem man als neue Coordinatenebenen 

f^t — cw und »' = 11— C|ip 

einführt, bewirken, dass die neuen fii- und cip- Kanten Strahlen des Systems 
werden. In der Folge sind die Constanten c und Cj gleich Null angenommen. 
Bestimmt man femer die Werthe der btiden Constanten iL und /i aus 
den Bedingungen dafür, dass der Strahl (7.) durch den beliebig' gegebenen 
Punkt 

I, u, c, w, 

grill, welche sind *i = i€>i + /«iPi und «i = Ai^i+A'itf^n indem man i^ und /ij 
vormittelst der Gleichungen (8.) eliminirt, so wird der gemeinschaftliche Nenner 
in den Ausdrücken für X und ^* 

(9.) N = (€>i+airi)(€>i + 6iiP|)— a,6irj. 

Wenn derselbe verschwindet, so treten besondere Lagen fOr den durch P 
gehenden Strahl des Systems ein und kann dieser Strahl im Besonderen seiner 
Richtung nach unbestimmt werden: alsdann liegt aber der Pn^irt p^ bei An- 
nahme verfinderlicher Werthe von e^ und iti, auf zwei gestimmten, reeUen 
orlac imp^inüren Ebenen Ei und £29 deren System durch die Gleichung JV=sO 
docgestoJIt if. . Diese beiden Ebenen haben die ctp- Kante zu ihrer, immer 
rcolle«i Durrhachnittslinie, und bestimmen auf jedem Strahl des Systems zwei 
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reelle oder imaginfire Pankte, welche durch die Gleichung N==0 und die Glei- 
chungen des betreffenden Strahls dargestellt werden. £ine einfache Rechnung 
ergiebt, dass bei dieser Darstellung die Gleichuncr iV=0 sich durch die Gleichung 

(9-.) 6fl^+(a--6,)/i«~ö,/' = 

ersetzen ISsst. Diese beiden Gleichungen (9.) und (9''.) zeigen, dass wenn 
man die beiden Substiiutionscoefticienten a und &, einander gleich setzte die 
beiden Punkte, weiche die besonderen Ebenen (9.) auf den Strahlen des 
Systems ausschneiden^ conjugirt harmoniscii sind zu den Punkten, welche die 
der /ti- Kante zugehörigen Coordinatcncbenen auf den Strahlen bestimmen, 
und es findet sich umgekehrt, dass wenn man die Coordinatenebenen durch 
die /ff* Kante so legt, dass sie die eben bemerkte Beziehung zu den Schnitt-* 
punkten der besonderen Ebenen (9.) mit den Strahlen des Systems haben, 
alsdann nothwendig die CoefGcienten a und bi einander gleich sind. Man 
kann darum, ohne der Allgemeinheit des Strablensystems Eintrag in thun, 
diese Transformation der Coordinaten als von vornherein ausgeführt annehmen^ 
d. h. die Constanten a und 6| als gleichwerthig einfuhren. 

Das gleiche Resultat ergiebt sich, wenn man den Strahl (7.) seiner 
Lage nach so bestimmen will, dass er in der bestimmten, flbrigens beliebig 
gegebenen. Ebene 

E: ± + ^ + ^+-5^=0 

enthalten ist 

Nimmt man nunmehr gleiche Wefthe fflr die CoefGcienten a und h^ 
an, so werden die allgemeinen Gleichungen (7.) der Strahlen des Systems 
vermöge der Gleichungen (8.): 

u =5 /ix(e + air)+^«i«o; 

also wenn man noch die neue Coordinatenebeue r-f ato =e' einführt, wo anch 
der Index entbehrlich ist, und wenn man ferner statt l, fs^ b und a« be-» 

zflglich al^ y/i^ -^ und — setzt, so erhält man als die allgemeinen Glei* 

# 

öhungen der Strahlen des Systems: 

(10.) }'=<"'•+*-. 

WO die CoefGcienten a, ß, y, d das Strahlenyslem »Is solches oharakterisiran. 
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also fBr ein gegebenes System bestimmte Werthe brnbebalten^ den Constanten 
l nnd ii aber fftr die Terschiedenen (Prahlen des Systems rerscbiedene Werthe 
snkommen. 

Dividirt man die erste der Gleichungen (10.) dorch ^ aß nnd die xweite 
durch y^^i, so erhilt man durch Subtraction nnd Addition der entstehenden 
Gleichungen : 

aus welchen Gleichungen hervorgeht» dass der Strahl (10.) die beiden Linien 

' _ • =0, ('+•=«, 



durchschneidet, welche unabhingig sind von den Constanten il und ft und demnach 
fBr die Strahlen des Systems (10.) die Stelle der Leitlinien einnehmen. Diese 

ß S ' 

Leitlinien sind reell oder imaginär, jenachdem — und — dasselbe oder ent- 
gegengesetite Zeichen haben. Weil die Lage der Leitlinien (11.) nur von 
den Quotienten — und — abhängt und dasselbe demnach a^ch für die durch 
die Gleichungen (10.) dargestellten Strahlen des Systems stattfindet, soll wei- 
terhin dieses Strahlensystem kurs das System (— , — ) genannt werden. 

Um die entsprechenden Resultate fllr ParaUelcoardmatem xu erhaltm, 
empfiehlt es sich, diese Verhältnisse — und — besflglich durch a und 6 ra 

t H V 

ersetien. wenn man alsdann ausserdem statt — , — , — , l und /i bexuglich 

^ • www ^ 

ir^ y, a^ — und — einfuhrt, so werden fBr diese Coordinaten die Gleiekungem 
eines beBdrigem SiraUs des Systems {a, b) 

,12.) j-=**+.-«^ 

fttr verlnderliche Werlhe von il nnd /* nnd constante Werthe von a nnd 6, 
und die Glelchnngen der Leitlinien 

(18.) U« 'i.~ und •«■^•ft^""' 
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Man rieht zugleich, dass wenn man umgekehrt znr Darstellung eines Strahlen* 
Systems von den Leitlinien ausgehen will, in (13.) die einfachste Form fflr 
die Gleichungen der beiden windschiefen Leitlinien gewonnen ist, da für die* 
selben unter Zugrundelegung rechtwinkliger Parallelcoordinaten der Anfangs- 
punkt der Coordinaten der Mittelpunkt ihres kürzesten Abstandes wird, wäh- 
rend die x«- und yz- Ebene den Winkel der beiden Leitlinien halbiren. 

Man kann demnach zur allgemeinen Definition der Strahlen eines ein- 
fachen Systems zwar die Bedingung festhalten, dass diese Strahlen zwei ge- 
gebene windschiefe Gerade, die Leitlinien, durchschneiden sollen, hat aber 
alsdann die beiden Fälle wesentlich zu unterscheiden, ob diese Leitlinien reell 
oder imaginär sind. Im letzteren Falle hat die Definition keine geometrische 
Bedeutung mehr; es wird sich jedoch zeigen, dass auch auf diesen Fall sich 
gewisse Eigenschaften der Strahlen mit reellen Leitlinien ungeändert übertragen 
lassen, aus denen sich später ganz allgemeine Definitionen der Strahlen von 
Systemen der ersten Ordnung und der ersten Classe ergeben werden. 

§. 2. 

Unter den durch die allgemeinen Gleichungen (10.) des vorigen Para- 
graphen für verschiedene Werthe von l und ß und bestimmte Werthe von 

3 8 / ä 8 \ 

— ond — dargestellten Strahlen des Systems (^— , — J sind zunächst einige 

besondere Strahlen hervorzuheben und es mag dazu der den besonderen 
Werthen der beiden Parameter l und fi zugehörige Strahl kurz der Strahl 
{l, fi) heissen. Fflr die Werthe il = 0, jU = und il = cx>, |i = oo ergeben 
sich, wie bereits vorhin erwähnt worden ist, als zum System gehörig die 
Strahlen (0,0) und (oo,oo), nämlich 

i f = 0. ( = 0« 

(1.) ' und (2.) \ 

I II = 0, I ip = 0, 

d. h. zwei bestimmte Gegenkanten des Coordinatentetraeders ; ausserdem sind 
die Strahlen (1,0) und (0,1): 

(8.) ('="•' «.d (4.) !'=''"' 

Ali Strahlen desselben Systems sind diese vier Geraden windschief; dass sie 
aber nicht auf demselben Hyperboloid liegen, folgt unmittelbar aus den Glei- 
chongen der durch die beiden ersten Strahlen und bezflglich den dritten und 
vierten Strahl bestimmten Hyperboloide: 

(5.) ^to — aMe = 0, und i,6.) yte—ßuw =^0j 
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aa8 denen sich nllgeneui fir die Generatrices deMelben Syrteas die Glei- 
chnngen ergeben: 

wo k nnd h als yerinderliche ParanMler si betrachten sind. 

Die Hyperlwloide .5.) mid (6.) sind lieide dem Coordinatontetraeder 
nnschrieben mid xwar so, dass sie aasser den beiden Gegenkanten te nnd 9w 
desselben noch xwei Gegenkanten enthaltea«) das erste nimlich die Gegen- 
kanten fo nnd MT^ das xweite die Gegenkantea tm nnd wo. Beteichnet man 
die Ecken wcw, twt, wIm, fnr des Goordinatentelraeders bexflglich knrs durch 
T. L\ V, Wy so ergiebC sich hierans« dass, wenn man anf dem Hy|ieriioIoid 
(5.) den Eckpunkt W geradlinig mtt der Kante TU oder (2.) rerbindet nnd 
den Fnsspnnkt C dieser Verbindnngslinie alsdann weiter anf dem Hyperboloid 
(6.) geradlinig mit der Kante VW oder J.>, man n demselben Punkte V 
dieser Kante gelangt, als wenn man inerst den Punkt W anf dem Hyper- 
boloid (6.) mit der Kante ^2.} Terbindet und yom Fusspunkte T alsdann auf 
(5/ geradlinig rar Kante \.] surilckkehrL Es haben also die vier wind- 
schiefen Geraden \^\S bb ;4.' eine solche Lage in einander und cum Coor- 
dinatentetraeder, dass« wenn man Ton einem der auf den Kanten VW oder 
Tl\ d. h. auf den Gerade (L; oder ,2..\ liegenden Eckpunkte, s. B. von W 
aus« geradlinig Aber die Linie ;,3/ hinaus cur Linie (2.) gebt in ü, dann ohne 
abauselien Aber v*!"^ geradlinig lur Linie IJ xnrQckkehrt in Y, weiter von 
da aus geradlinig aber ^3.' sidi wieder rar Linie (2.) wendet in T, man 
endlich von T aus die Linie ^4/ durchschneidend auf der Linie (1.) wieder 
im Aufang^unkte ir eiuUrift: oder wenn man sich die eben be'trachtete ge- 
brochene Linie IVM Tir als einen Faden Torstellt so lissi sich die Lage der 
vier Strahlen kOraer folirendermassen beschreiben: man kann von einem der 
auf 1."^ ^Hler 9."^ liegenden Ecken des Coordinatentetraeders aus, s. B. von 
ir auf 1.^ au$« einen FadtHi ausspannen die Linie ^3.) berührend bis rar 
Linie v^ ' « ''• weiter die Linie ,4/ berflhrend bis rar Linie (1.) in F, dann 
die Linie ,S ' berihr^nd bis rar Linie ,2-^ in T rad endlich die Linie (4.) 
berahrend bis sur Linie vi "^ «Q^ gelangt dun auf dieser ram Ausgangspunkte 
IV; \Hler noch karaer: ^m nmtemifder Urne (1.) iäeet eich em mmd^ 
mAh^W Iw»W» ^l^tT dh iJmm ^1* md (2-) ft9tspammmy eo dtm ee mit dm 
it^m$Hlw di^ Umm ^9 ^ wmi ,A.' dmrcksckmeidet. 
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Es möge noch bemerkt werden, dass bei dieser Constmction die Li« 
nien (3.) nnd (4.) besflglich durch jede der Linien (7.) und (8.), d. h. durch 
jede andere Generatrix derselben Art bezflglich der Hyperboloide (5.) und (6.) 
ersetzt werden können. Es kommt jedoch diese Beziehung der Linien (1.) 
und (2.) zu den Generatrices derselben Art der beiden Hyperboloide (5.) und 
(6.) nicht auch diesen Linien in Verbindung mit irgend zwei anderen Strahlen 

des Systems (— , — ^) ^Q? wfihrend sich andererseits dieselbe fOr die Linien 

(1.)) (2.) und (3.x (4.) oder (7.), (8.) nicht auf die besondere Lage des Co- 
ordinatentetraeders beschränkt, wie die folgende Untersuchung ergiebt. 

Es sei ausser den beiden ersten Strahlen (1.) und (2.), oder (0,0) und 

(oc^oc), des Systems ^—,-^) ein beliebiger dritter Strahl (^^.^) gegeben, 

nfimlich 

rO) ! ' ^ €ck9+ß/lU), 

\u = yiap^+^lw: 

wenn man jetzt von einem beliebig auf dem Strahl (0, 0) angenommenen 
Punkte p aus: 

(10.) p: / = « = 0, ^-^ = 0, 

tber den Strahl {X^ft) hin die gerade Linie zieht bis zum Strahl (oo, co), so 
wird dieser im Punkte q^ getroffen: 

(11.) g„: » = » = 0, -= °^-J:fr ; 

und wenn man umgekehrt von einem beliebig auf dem Strahl (oq,oo) ge- 
gebenen Punkto 9 aus: 

(12.) q: r = u) = 0, -1-^ = 0, 

Ober den Strahl (l, fi) hin die Yerbindungsgerade mit dem Strahl (0, 0) zieht, 
so ist deren Fusspunkt auf dem letzteren der Punkt put 

(18.) ^= « = . = 0, i^'^^- 

Weil die für fu und pu gewonnenen Ausdrücke (11.) und (13.) nur das Ver- 
hflltniss von it und fi enthalten, also beim Festhalten eines constanten Werthes 
dieses Verhältnisses bei. Annahme verftnderlicher Werthe für l und fi die- 
selben bleiben, so gilt dasselbe für die Punkte p«, und ^o^ daraus folgt, dass 
alsdann der Strahl (J^^fJi) auf einem bestimmten Hyperboloid, welches sich 
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korz als das Hyperboloid ( — ) bezeichnen iässsU liegen muss; in der That 

enthalt die Gleichung dieses durch die Strahlen (0,0), (^c^oc) und (i^ju) be- 
stimmten Hyperboloids: 

(14.) A((J/iP — aw)— /i(/?iiip — y/r) = 0, 

die Parameter l und fi nur in ihrem Verhältniss. 

Es soll nunmehr ausser dem Strahl (A^i/) noch ein neuer, ganx be- 
liebiger Strahl (ilj , fii) in Betracht gezogen werden und der leichleren Ueber- 
sicht wegen mögen die Strahlen (a^ u) und (it„ ^i) bezüglich durch (3.) und 
(4.}, die Strahlen (0,0) und (oo, co) wie frflher durch (1.) und (2.) bezeichnet 
werden. Verbindet man den auf dem Strahl (2.) gelegenen Punkt q^ über 
den Strahl (4.) hinaus geradlinig mit dem Strahl (1.), so giebt diese Verbin- 
dungslinie auf (1.) den Punkt 

oder 

(15.) /=:fi = 0; — =^ — ^— i— ^-j 

WO zur Abkürzung 

(16.) XjUi — X^u = A^ adUi—ßyjLiUi = B 

gesetzt sind und der Doppelindex (3,4) die Bedeutung haben soll, dass der 
Punkt ^3^4 auf (1.) erhalten wird, indem man durch einen zusammenhangenden 
Zug den Punkt p zuerst geradlinig über (3.) hinaus mit 2.) und dann weiter 
geradlinig über (4.) hinaus mit (1.) verbindet. Wenn man nunmehr den um- 
gekehrten Weg verfolgt, nämlich den Punkt p zuerst geradlinig Aber (4.) 
hinaus mit (2.) verbindet und dann weiter geradlinig ilber (3.) hinaus zur 
Linie (1.) zurückkehrt, so gelangt man auf dieser zum Punkte 

(170 P..: « = « = 0, I^^p+I^J^^.. 

Wie sich durch Vergleichung der Ausdrücke (15.) und (17.) ergiebt, sind 
die Punkte p^^^ und p^^^ im Allgemeinen verschieden ; damit diese beiden Punkte 
zusammenrollen, muss die Bedingung erfallt werden: 



(18.) ^.B.(4- ^) = 0; 



ßi ay 

es müssen also die Gleichungen des Punktes p (10.), wenn man zunfichst von 
besonderen Lagen der Strahlen {'^yfi) und (A|,^i} absiebt, eine der beiden 
Formen: 
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oder 

haben und muss demnach den Gleichnngeri (11.)) §• 1 entsprechend der Punkt 
p auf einer der Leitlinien des Systetes liegen, sobald diese reell sind. Dieses 

Resultat findet hier eine neue Bestätigung dadurch, dass, je nachdem -^ den 
Werth ±y-^ hat, sich auch fftr die Punkte /ij^« und ^4,3 ergiebt 

w 

SO dass also diese Punkte mit p zusammenfallen, was nicht anders geschehen 
kann, als wenn auch die beiden von p aus bezüglich über die Linien (3.) 
und (4.) hinaus gezogenen Geraden identisch werden; in der That ergiebt sich 
auch unter dieser Voraussetzung für den Punkt fo (11.) die Darstellung 



^ = ±i/- 

HO r 



. = «=0; -i- = ±l/^ 



es liegt also auch dieser Punkt (vergl. $. 1, Gl. (11.)) auf einer der Leitlinien 
des Systems. 

Man hat also den Satz: 
Im AUgemeinem läset eich beliebig gegebenen eier windschiefen Ge- 
raden nicht eiu Tetraeder einschreiben, so daes zwei derselben mit einem 
Paar Gegenkanten de^ Tetraeders zusammenfallen und die beiden anderen 
durch die übrigen Gegenkantenpaare durchschnitten werden. 

Ausserdem aber gestattet die Gleichung (18.) noch anderweitige Fol- 
gerungen für besondere Lagen der Strahlen {k, fi) und (Jli , .U|) : weil nämlich 
die Ausdrücke für A und B (16.) die Constanten «1 und Wi gar nicht ent- 
halten, so wird die Gleichung (18.) durch beliebige Werthe von e^ und Wi 
erfüllt, sobald einer der Ausdrücke A und B verschwindet; für jede dieser 
Annahmen also lAsst sich eine Linie als Vierseit über die Linien (1.) und 
(2.) fesfspannen, so dass dasselbe mit den Gegenseiten die Linien (3.) 
und (4.) durchschneidet, welchen Punkt p der Linie (1.) man als Eckpunkt 
wühlen mag. 

Wenn erstens A verschwindet, d. h. wenn die Verhältnisse — und 

X ^ 

-^ übereinstimmen, also, wie vorhin bemerkt worden ist, die Strahlen (^^/i) 

'*' 21 • 
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and (^i,iU|) auf demselben Hyperboloid mit (1.) und (2.) liegen, so fallen die 
Punkte 1^3,4 und p^ mit dem Anfangspunkte p zusammen. Die iweite An- 
nahme, ^ = 0, führt £u der Gleichung: 

(19.) ü. = ^. 

Diese Gleichung stellt nur eine Beziehung zwischen den VerhAltnissen — und 

-^ dar und bleibt darum ungeändert, wenn man die Linien (3.) oder (4.) durch 

eine beliebige Generatrix derselben Art des bezüglich durch die Linien (l.)^ 
(2.) und (3.) oder (l.)? (2.) und (4.) bestimmten Hyperboloids, d. h. eines 

der Hyperboloide ( — j oder (j-^) ersetzt, welche Generatrices sflmmtlich sich 

als zu demselben Strahlensystem ^— , — ) gehörig ergeben haben. Man hat 

darum den Satz: 

Zu jeden drei beliebig gegebenen windschiefen Geraden (l.)) (2.) 
und (3.) lassen $ich unzählig viele vierte windschiefe Gerade (4.) finden, 
so dass man von eimem beliebigen Punkte der Linien (1.) oder (2.) am 
ein Vierseit über die Linien (1.) und (2.) festspannen kanny durch dessen 
Gegenseiten die Linien (3.) und (4.) durchschnitten werden. 

Die sämtntUchen Linien (4.) liegen auf einem bestimmten Hyperboloide 

(— i-), welches auch die Linien (1 .) und (2.) als Generatrices derselben Art 

enthält, und ebenso lässt sich die Linie (3.) durch eine beliebige Generatrix 

derselben Art des Hyperboloids ( — j ersetzen, welches durch die Linien 
(1.), (2.) und (3.) bestimmt ist. 

Alle diese Generatrices der beiden Hyperboloide (^ — ) und [^-^j 

— , — ) on, und die 

X X 

Verhältnisse — und —^ sind verbunden durch die Gleichung: 

Oder : 

Durch zwei Gegenkanten (1.) und (2.) eines Tetraeders und uwei 
die anderen Gegenkanten paarweise durchschneidende Gerade (3.) imm^ 
(4.) lassen sich unzählig viele neue Tetraeder legen, von denen ebenfeM» 
zwei Gegenkanten mit (1.) und (2.) zusammenfallen und die anderen Oe^ 
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gemkanteupaare durch die Urnen (3.) uud (4.) durehechnUlen werden; 
dieselbe Eigensehafl kommt den Geraden (1.) und (2.) tu Verbindung mit 
jeder Generatrix derselben Art, einmal des Hyperboloids durch (l.), (2.) 
und (3.)9 und dann des Hyperboloids durch {\.\ (2.) und (4.) %u. Alle 
diese Generalrices gehören »« demselben, durch die Geraden (1.)) (2.), 
(3.) und (4.) als Fundamentalstradilen bestimmten Sirahlensystem. 

Ferner, weil der Gleichung (1&) mit jedem ganz beliebig angenom- 
menen Werthe für — Genfige geschehen kann: 

lieber jede zwei Strahlen (1.) und (2.) eines Systems als Fundamen- 

' lallinien lassen sich uMählig eiele Vierseite feslspannen, deren Gegenseilen 

paarweise durch zwei beliebige andere Strahlen (3.) tmd (4.) des Syslems 

durchschnitlen werden, eon denen der eine, ». B. (3.), ganz beliebig ist 

nnd der andere (4.) alsdann mil (1.) und (2.) einem bestimmten Hyper^ 

bohid {—^J zugehört, welches mit dem durch die beiden Fundamental- 
linien und (3.) bestimmten Hyperboloid ^ — j verbunden isl durch die 
Gleichung (19.)« 

S. 3. 

Der Entwickelung weiterer geometrischer Eigenschaften eines Strahlen- 
Systems mag eine kurze Bemerkung vorangehen aber die durch die Strahlen 
desselben zu drei bestimmten Hyperboloide. 

Die Strahlen eines Systems sind, weil durch jeden Punkt des Raumes 
nur ein einziger Strahl geht, sämrotlich windschiefe Linien, und darum wird 
durch je drei von ihnen als Generalrices desselben Systems ein Hyperboloid 
bestimmt. Ein beliebiger vierter Strahl kann dieses Hyperboloid entweder in 
zwei reellen oder imagiuAren Punkten durchschneiden, oder berfihren oder 
auch ganz auf dem Hyperboloid liegen. Im ersten Falle sind die Generatrices 
der zweiten Art durch die beiden Schnittpunkte zwei alle vier Strahlen des 
Systems durchschneidende gerade Linien, und, wie sich im vorigen Paragraphen 
ergab, die Leitlinien fBr das ganze Strahlensystem; der zweite Fall tritt bei 
Strahlensystemen mit imaginfiren Leitlinien ein. Ffir beide Annahmen ist 
durch die vier Strahlen das ganze Strahlensystem bestimmt. Wenn aber die 
vier Strahlen auf demselben Hyperboloid liegen oder das durch drei der- 
•elben bestimmte Hyperboloid durch den vierten Strahl berOhrt wird, so reichen 
zur Bestimmung aller fibrigen Strahlen des Systems nicht aus. 
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^ 



Es sei »ichsl der Fall «B^eMMMB. das« sich dsrch die vier be- 

liekif als FmdaaeBlalsCnUea des Systess gegf^enen windscliiefeB Geraden 

reelle Dwcfoduitttsgerade, die beides LeitfiaieB L and Lj, lefea lassen, so 

effiebC «ich sofort« das» 

L Se Pol&nbemem eima keBehig gegekemem Pwmktee im Beuehmg auf die 

rier ämtk Se eier gcftkemem Germätm m drei hee timmte m HtfperboMde 



desB liekt bmb dvrch de« ggf e b enc B Paakt P diejeni^ Gerade, welche die 
beideB LeitÜBieB £ aad £, darrkschBeidet. so kaan man die Schnittpimkle S 
BBd S| iBsleich ab die feaeiascinfklidbeB SchBittpaBkte der durch die vier 
HyperMoide tob P bbs ^lOfeaea geneiBSckafUicheB Sehne PSSg ansehen^ 
BBd der mm P m BeiiehBBr naf 5 aad S^ coBjagirte harmonische Pankt P' 
l^ehftrt daraa fieickxeitif jeder der rier PolarebeneB des Punktes P in Be- 
aiekBBf aaf die vier HyperMoide aa. 

EkcBso lifisl sick BBicr VoraBsseUaaf reeller gemeinschaAlicker Leit- 
liaieB L aad £, Iricki aeifeB. dass 

U. die Pßle emer keäehif gegekemem Eherne ta BeMiekmmg auf die dmrck die 
cter mm deek ie f em Germdem a« Art bestimmtem eier Hjiperbolaide auf der-- 



d«BB TOfkiBdel ar^ di#^ keidea Paakte^ ia welcken die gegebene Ebene E 
die de« vier Hypei 'loli». cb gemeiB^duiMickeB keiden Generalrices der zweiten 
Art L aad I« darvksckaeidet, darck die gwade Linie K, so sind dorch K 
und keaAgÜck die LiaieB L aad Lt s^^i *U^i vier Hyperboloiden gemein« 
sckafUicke Tai^eBtiaiekeBeB T and T« bestimmt, welche mit der gegebenen 
Ebene E die gerade Uaie A* gemeinschaftlich haben: consfroirt miüi also an 
K in Beaiekuag aaf T und 7, die conjngirte han^^onische Ebene E'y so ent^ 
k*h di««e den Pol der gegebenen Ebene E in Bexiehung auf jedes der Tier 
dur\^k die gegebenen vitHr windschiefen Geraden zu drei bestimmten Hyper«* 

boloide. 

Uas« ^vk die eben bewiesenen Sitze unmittelbar auf ganze Strahlen- 

«kN^teme mit reellen Leitlinien ausdehnen lassen, liegt auf der Hand; ehe je- 
doch diente Yerallgenteiuer ung durchgeführt wird, soll gezeigt werden, dass 
dieselben auch Uiinbhjlngig von der Realitit der gemeinschaAlichen Leitlinien 

to^ltung haben 

Mail kann irgend drei windschiefe Linien sich dargestellt denken durch 

die dl ei («ieuhiiUMi'a 
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i\^ \ ' (2.) (3.) ) ^"^ ' 

das durch sie bestimmte Hyperboloid hat alsdann (§. 2, Gl. 14.) die Gleichung : 

(4.) l{dtW'-aut)'-,u(ßufi)—ytf>) = 0. 

Wenn jetzt der Punkt P gegeben ist, wie folgt: 

,. , tu V w 
V ^ f. u 



D, tC, 



so wird die Gleichung seiner Polarebene in Beziehung auf das eben dargestellte 
Hyperboloid : 

t(yitif>i+3i'Wi)-—u{akvi+ßiiiWi) + f>{yiJti--akui) + ic[d>4i—ßiuu^ = 
oder : 

und diese wird^ ganz unabhängig von den Werlhen von k und /i, erfüllt 
durch den Punkl F: 

o.) l:u:f>:w = — ^:-^: — --—ö^'', 

r P r p 

es geht also die Polarebene des Punktes P in Beziehung auf das durch die 
drei Strahlen (l.)? (2.) und (3.) bestimmte Hyperboloid durch einen bestimmten 
Punkt F, dessen Lage von den Constanten k und // des Strahls (3.)^ d. h. 
von der Lage dieses Strahls zu den beiden ersten ganz unabhängig ist. Dieser 
Punkt F liegt darum auch auf der Polarebene des Punktes P in Beziehung 
auf jedes durch die Strahlen (l.j und (2.) und einen beliebigen Strahl (k^/ii) 

des Systems \—^ — j bestimmte Hyperboloid, und weil (1.) und (2.) selbst 

beliebige Strahlen dieses Systems sind, auf der Polarebene des Punktes P 
in Beziehung auf irgend ein durch drei Strahlen des Systems bestimmtes 
Hyperboloid. Man hat also den verallgemeinerten Satz: 
IIL Die Polarebenen eines betiebig gegebenen Punktes P in Beüehung auf 

alle durch die Strahlen eines Systems zu drei bestimmten Hyperboloide 

gehen durch einen und denselben Punkt F. 

Die Punkte P und F mögen conjugirte Punkte für das System (^-^, — j 

heissen, und es ist zu bemerken, dass die Verbindungslinie jeder zwei con- 
jugirter Punkte selbst ein Strahl des Systems ist, dass also die Construction 
des einem beliebig im Räume gegebenen Punkte P zukommenden Strahls zu-* 
rfickznführen ist auf die Construction des mit P conjugirten Punktes F. Die 
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Bedingungen nfimlicb, dass ein Strahl (X, ft) des Systems den Ponkt P* enthilt: 



kommen sofort surflck auf die Gleichungen: 

welche seigen, dass der Ponkt P anf dem Strahl (it^/i) liegt. 
Der Beweis fttr den reciproken polaren Satz, nfimlich: 
IV. Die Pole einer beliebig gegebenem Ebene E tu Beziehung amf alle dmek 

die Strahlen eines Systems •« drei bestimmten Hyperboloide liegen im 

einer und derselben Ebene JET. 
lässt sich anf ganz Ahnliche Weise fahren. Wenn die Ebene E gegeben iat 
durch die Gleichung: 

so wird die Gleictiung der Ebene £*; 

(8.) Jl+^+^ + -^ = 0, 



also gans analog mit den Gleichungen des Punktes F (6.). Auch hier mögen 
Jede zwei Ebenen E nnd E^, von denen, wie aus den Gleichungen (7.) und 
(8.) hervorgeht, jede die Pole der anderen in Beziehung auf alle durch die 
Strahlen eines Systems zu drei bestimmten Hyperboloide aufnimmt, eaitfmgirt 
heissen, und es ist leicht zu zeigen, dass die Schnittlinie jeder zwei eonju«- 
girter Ebenen der diesen Ebenen für sich zukommende Strahl des Systems ist 
Wenn man die Ebene E als im Unendlichen liegend annimmt, so wird 
deren Pol in Beziehung auf jedes Hyperboloid der Mittelpunkt desselben: die 
Sätze II. und IV. gestatten darum die folgende Darstellung: 
y. die Mittelpunkte der durch eier beliebig gegebene windschiefe Gerade wm 

drei bestimmten eier Hyperboloide liegen amf einer bestimmtem Ebpmej Und 
VI. die Mittelpunkte aller durch die Strahlen eines Systems isu drei beiimnmtem 

Hyperboloide liegen amf einer bestimmten Ebene. — 
Es Ifisst sich jetzt zeigen, dass die in den Sätzen III., IV. und VL 
ausgesprochenen Eigenschaften der Strahlen eines Systems zu ihrer gans all- 
gemeinen Definition dienen können« 
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Ist ein beliebiges Strahlensystem, z. B. das System (— , — J, gegeben, 

für welches die Form der Gleichungen conjugirfer Punkte P und P in (5.) 
und (6.) und conjugirter Ebenen E und E' in (7.) und (8.) festgestellt worden 
ist, und handelt es sich um die Auffindung der Bedingungen, dass eine neue 
beliebig gegebene Gerade 

(9.) t=zlf)^vu)y u = fw+WWy 

mit irgend zwei Strahlen des Systems (— , — ) ein Hyperboloid bestimmt, in 

Beziehung auf welches die Polarebene des Punktes P durch den Punkt P' 
gehen, oder der Pol der Ebene E in der Ebene E' liegen soll, so hat man nur 
darzuthun, dass die Gerade (9.) mit zwei der früher als Fundamentallinien des 
Systems benutzten Strahlen, z. B. mit den Strahlen (1.) und (2.)) ein Hyper- 
boloid von der verlangten Eigenschaft bildet, weil diese Strahlen sich vor 
den übrigen nicht durch irgend welche besondere geometrische Eigenschaften 
auszeichnen. 

Die Gleichung des Hyperboloids durch die drei Geraden (l.)? (2.) und 
(9,) ist: 

(10.) fite+(Btw — lfw — vuw = 0, 

und demnach zunfichst die Polarebene des Punktes P (5.) in Beziehung auf 
diese Fläche: 

dieselbe enthält den Punkt F (6.), wenn: 

welche Gleichung sich bringen lässt auf die Form: 

(11.) iau,f>,+dt,w,)(j^^^^^ = 0; 

aus dieser aber geht hervor, dass wenn dieselbe für beliebige Werthe von 
fi9 ^M ^19^19 ^' b* f^P jede Lage des Punktes P stattfinden soll, nothwendig 

die Factoren -^ s- und a(B—dl verschwinden müssen, so dass also 

r ß 

ß ^ * . 

V = -=--/^ und = — A 
Y ^ ^ a 

werden und sich demnach (9.) als ein Strahl des Systems (— , — ) ergiebt. 
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Andererseits wird der Pol der Ebene (£) in Beziehung anf das Hyp 
boloid (10.) dargestellt durch die Gleichungen: 

'■■'■■'■■' = (K-i) = (^-^)^-(T+f)=(T+i> 

derselbe liegt also auf der Ebene E' (8.), wenn: 

au, ^ IC, D, / "^ dt\ \u>, Dj / dw, V *, "^11, /"^ Wj V C, ti, / 

diese Gleichung aber ist identisch mit der Gleichung (11.) und führt demnach 
zu der analogen Folgerung, nfimlich dass (9.) nothwendig dem Systeme 

(j^^ — } zugehört, wenn der Pol einer beliebigen Ebene E in Beziehung 

auf das Hyperboloid (10.) auf der conjugirten Ebene E' liegen soll. 

§ 4. 
Wenn es sich jetzt um die Construction der beliebigen Punkten im Räume 
oder beliebig gegebenen Ebenen zugehörigen Strahlen eines Systems handelt, 
mag der Einfachheit wegen zunächst der in §. 2 hervorgehobene besondere 
Fall solcher vier Strahlen in Betracht gezogen werden, über deren zwei sich 
ein Vierseit festspannen lässt, dessen Gegenseiten die beiden anderen Strahlen 
paarweise durchschneiden. Die bereits mitgetheilten Eigenschaften einer sei* 
eben Verbindung von vier Strahlen sind alsdann durch den folgenden Satz 
zu vervollständigen: 

Wenn sich ein Vierseil über sswei eoit eier gegebenen windschiefen 
Geraden festspannen lässt, so dass seine Gegenseiten paarweise eon dem 
beiden anderen Geraden durchschnitten werden, so lässt sich auch ein 
Vierseit über die beiden letzteren festspannen, so dass die beiden erstem 
paarweise eon den Gegenseiten durchschnitten werden. 

Zum Beweise dieses Satzes gehe man etwa von den in §. 2 als Fan- 
damcmtullinicm angewandten Strahlen (0,0), (oc,oo), (1,0), (0,1) aus, durch 
welche iinm allgemein vier Strahlen mit der im Salze vorausgesetzten Eigen- 
MiUnfi diirt;estollt werden, nämlich: 

(1.; ' (2.J ' (3.) / (4.) ^ ' 

f u -= 0, J IT = 0, f fi = ow, f u=^ye, 

und wflhie dann diejenigen Ebenenpaare, als deren Schnittlinien den Glei- 
chungen (3.) und (4.) gemAss die zugehörigen Strahlen auftreten, ab die 
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Seiteuflächen eines neuen Coordinatentetraeders t'u'v'w*, so dass also 

(5.) l—af>=^t\ u—dw = u^, /—/?«? = «', tt— ye = fi?' 

ZQ setzen sind; alsdann ergeben sicti als Ansdrflcke der alten Coordinaten 
durch die neuen, abg*esehen von dem Factor {ßy--äd)\ 

und demnach sind die Gleichungen der vier Fundamentalstrahlen in dem neuen 
Coordinatensystem : 

aus diesen ergiebt sich sofort, dass die Gegenkanten /V und e'fc' des neuen 
Coordinatentetraeders bezQglich mit den Strahlen (3.) und (4.) zusammenfallen 
und ausserdem die Gegenkantenpaare t'u)' und ue', sowie t'e' und u'w' be- 
züglich von den Strahlen (1.) und (2.) berührt werden. Nach den Ergeb- 
nissen in §. 2 Ifisst sich demnach von jedem Punkte des Strahls (3.) oder (4.) 
aus ein windschiefes Vierseit über diese beiden Strahlen festspannen, so dass 
durch die Gegenseiten die Strahlen (1.) und (2.) durchschnitten werden. 

Um eine Verbindung von vier Strahlen, wie die der eben betrachteten 
vier Fundamentalstrahien, kurz zu bezeichnen, mag hier ein Name in Vor- 
schlag gebracht werden, der bei der Untersuchung windschiefer Strahlen über- 
haupt wesentlich zur Vereinfachung des Ausdruckes dient. Jede Vereinigung 
von vier windschiefen Geraden oder Strahlen mag Strahlenquadrupel hoissen; 
und wenn sich auf einem Strahlenquadrupel, wie oben (l.)? (2.)? (3.), (4.), 
ein windschiefes Vierseit festspannen lässt,. so dass zwei Paare seiner Strah- 
len, oben (1.), (2.) und (3.), (4.)9 von den Gegenseiten durchschnitten wer- 
den, ein schliessendes Strahlenquadrupel mit zwei bestimmten Paaren von 
Gegenstrahlen, oben (1.), (2.) und (3.X (4.); zur Vervollständigung der Ter- 
minologie kann dann ein Strahlenquadrupel auf einem Hyperboloid etwa als ein 
kjfperboloidisches Strahlenquadrupel bezeichnet werden. Man kann alsdann die 
Eigenschaften eines schliessenden Strahlenquadrnpels, wie folgt, zusammenfassen : 
lieber Jede zwei Gegenstrahlen eines schUeseenden StrcMenquadrupels 
lässt sich von jedem ihrer Punkte aus ein windschiefes Vierseit festspannen, 

22* 
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dessen Gegenseilen durch die beiden anderen GegensbraUen dureksckmttem 
werden; und (vergl. §. 2) hält man in dem Strahlensyslem (— , — j uwei 
Gegenslrahien eines Strahlenquadrupels fest, so sind die beiden anderem 
Gegenstra/ilen die Generatrices derselben Art zweier Hyperboloide ^ — j 

und y-^j durch die beiden ersten Gegenslrahien, deren Parameter — mmd 

-^ verbunden sind durch die Gleicfiung: 

fl II, ad 

Die Gleichungen (10.) — (17.) des §.2 und die daraus abgeleitetes 
Resultate, welche sich auf die allgemeinen Strahlen (i*,/^) und (Äi^cii) des 

Systems (— , — ) bezogen, lassen sich auf die nunmehr in Betracht genom- 
menen besonderen Strahlen (1, 0) und (0, 1) übertragen, wenn man statt l^ fi 
and ili, fi^ besOglich die Werthe 1, und 0, 1 einführt. Man erhält dadurch 
Folgendes: 

Wenn man den beliebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkt 

(7.) p: « = fi = 0, — ==^, 

entweder geradlinig Ober den Strahl (3.) hinaus mit dem Gegenstrahl (2.) ver- 
bindet und dann über den Strahl (4.) hinaus geradlinig zum Strahl (1.) surflck- 
kehrt, oder zuerst über (4.) hinaus geradlinig mit (2.) und dann über (3.) 
hinaus geradlinig mit (1.) verbindet, so gelangt man auf diesem Strahl sa 
demselben Punkte p^^^ oder p«,, welcher jetzt durch p' bezeichnet werden 
mag, nämlich: 

(8.) p': / = i, = 0, !L^ä^. 

durch eine ähnliche Construction ergiebt sich auf dem Strahl ;2.) als der 
dem beliebig gegebenen Punkte 

(9.) q: r = «. = 0, | = A. 
zugehörige Punkt q : 

(10.) q': r = «, = 0, f = -^- 

Aus diesen Beziehungsgleichungen erhält man weiter, wenn man zur 
leichteren Unterscheidung auch die Coordinaten conjugirter Punkte mit den 
entsprechenden Indices versieht, für jede zwei conjugirte Punkte p oder {p, w) 
nnd p' oder {t>'yW') auf dem Strahl (1.) die Relation: 
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u> tc^ ^ ya ^ 

welche ganz uDabhäDgig von den Coordinaten e^^ Wi des als Ausgangspunkt 
gewählten Punktes p (7.) ist. Wenn man also noch ein zweites Paar con- 
jugirter Punkte annimmt, p^ und pl , bezüglich mit den Coordinaten «i Wi und 
f?i«?i, so ergiebt sich zwischen den Coordinaten beider Punktepaare die Be- 
ziehung : 



U) fr' u>^ u>\ ' 

oder, wenn man statt der Verhältnisse der Coordinaten die Verhältnisse der 
durch die conjugirten Punktepaare p, p' und pi^ p'i auf der Coordinatenkante 
VW bestimmten Abschnitte einfährt: 

^ ■> pW p'W p,W p'.W" 

und ebenso für die durch die conjugirten Punktepaare q, q' and ^i, q'i auf 
der Kante TU bestimmten Abschnitte 

^^^'^ qU q'U q,ü q\U 

Aus diesen Gleichungen (11.) und (12.) aber geht hervor, dass die conjugirten 
Punktepaare F, W; p, p'; Pn Pi und T, U; q^ q'; ji, q'i bezflglich auf den 
beiden Gegenstrahlen (1.) und (2.) in Involution stehen: man hat darum 
den Satz: 

Die Eckpunkte der über die Gegenstrahlen eines schliessenden Strahlen- 

quadrupels festgespannten windschiefen Vierseite sind conjugirte Punkte 

eines Intolutionssystems. 

Die gegenseitigen Beziehungen conjugirter Punktepaare auf jeden zwei 
Gegenstrahlen eines schliessenden Strahlenquadrupels lassen sich aus den Glei- 
chungen (7.) bis (10.) herleiten: Durch die Gleichungen (7.) und (9.) der 
Punkte p und q werden nämlich diejenigen beiden Punkte dargestellt, welche 
die durch den Punkt P (§. 3, Gl. (5.)) gezogene, die beiden Gegenstrahlen 
(1.) und (2.) durchschneidende Gerade auf diesen Strahlen bezüglich bestimmt, 
und ebenso sind die conjugirten Punkte p' (8.) und q' (10.) diejenigen beiden 
Punkte, welche die durch den mit P conjugirten Punkt F (§. 3, Gl. (6.)) 
gezogene, die beiden Gegenstrahlen (1.) und (2) durchschneidende Gerade 
bezüglich auf diesen Strahlen bestimmt. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Wenn man voraussetzt^ dass auf den Gegenstrahlen eines schliessenden 

Strahlenquadrupels durch die Eckpunkte auf ihnen festgespannter wind-- 
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schiefer Vierseite je ein Involutionssystem von Punkten bestimmt . ist, und 
man iegt durch einen beliebig gegebenen Punkt P diejenige Gerade, welche 
zwei dieser Gegenstrahlen durchschneidet, so geht die Verbindungslinie der 
zu den Schnittpunkten p und q conjugirten Punkte der Involution p' und 
q' durch den zu P conjugirten Punkt P' des durch das Strahlenquadrupel 
bestimmten Strahlensystems; — 
und weil man ebenso, abgesehen von den entgegengesetzten Vorzeichen von 
tii und fTi, die Punkte p, q und p', q' bezüglich ansehen kann als die Schnitt- 
punkte der Ebenen E und E (§. 3, Gl. (7.) und (8.)) mit den Gegenstrahlen 
(1.) und (2.)) so ergiebt sich unter derselben Voraussetzung wie im letzten 
Satze auch die Richtigkeit des reciproken polaren Salzes, nfimlich: 

die Verbindungslinie der zu den Schnittpunkten p und q einer beliebig 
gegebenen Ebene E mit zwei Gegenstrahlen conjfigirten Punkte p und q* 
Hegt auf der zu E conjugirten Ebene E' des durch das Straklenquadrupel 
bestimmten Strahlensystems. 

Um jetzt den einem beliebig im Räume gegebenen Punkte P zugehörigen 
Strahl desjenigen Strahlensystems zu erhalten, welches durch ein schliessendes 
Strahlenquadrupel bestimmt ist, verfahre man folgendermassen : 

Man ziehe durch P diejenigen beiden Geraden, welche bezfiglich die 
Gegenstrahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) des Strahlenquadrupels durchschneiden 
und construire zu den Schnittpunkten, welche entsprechend p, q und r, s sein 
mögen, die conjugirten Punkte der Involution p', q' und r', s\ Diese Punkte 
ergeben sich als die zweiten Eckpunkte der bezüglich von p, q und r, s als 
ersten Eckpunkten aus über die zusammengehörigen Gegenstrablen gespannten 
Vierseite, durch deren Gegenseiten die jedesmaligen anderen Gegenstrahlen 
durchschnitten werden. Die Verbindungslinien pq' und rV durchschneiden 
sich alsdann in einem bestimmten Punkte P' und PP' ist der verlangte Strahl 
des Systems. 

Soll der einer beliebig gegebenen Ebene E zugehörige Strahl des 
durch ein schliessendes Strahlenquadrupel bestimmten Strahtensystems gefunden 
werden, so construire man zu den Schnittpunkten dieser Ebene mit den Ge- 
genstrahlen (1.), (2.) und (3.), (4.), welche entsprechend p, q und r, s sein 
mögen, die conjugirten Punkte der Involution />', q' und r', s*, wie eben ange- 
geben: alsdann liegen die Verbindungslinien pq' und rV in einer bestimmten 
Ebene E' und die Durchschnittslinie der beiden Ebenen E und E* ist der 
verlangte Strahl des Systems. 
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Bemerkt möge noch werden ^ dass^ wenn der Punkt P auf einer der 
Leitlinien des Strahlensystems liegt oder die Ebene E durch eine derselben geht, 
dasselbe auch bezflglich fQr den conjugirten Punkt P' und die conjugirte Ebene 
£' eintritt, weil alsdann die Punkte p', g\ r\ s' bezüglich mit ihren conjugirten 
Punkten p, q, r^ s zusammenfallen, also diese Punkte Doppelpunkte der In*- 
volution sind. In der That kommt auch die Bedingung der Realit&t der Leit- 

linien, nämlich dass — und — gleiche Zeichen haben, (§. 1, GL (11.))? 

überein mit der Bedingung, dass die Punkte p und p'^ sowie q und q zu- 
sammenfallen. 

§. 5. 
Für den nunmehr zu erledigenden allgemeinen Fall, wo das Strahlen- 
system durch ein nicht schliessendes Strahlenquadrupel, also durch vier ganz 
beliebig gegebene windschiefe Gerade, bestimmt ist, treten für die Construction 
neuer Strahlen des Systems nur geringe Modificationen ein. Alsdann nämlich 
fallen zwar die in §. 2. als die Schlusspunkte zweier je aus zwei geraden 
Linien bestehender, zusammenhangender Züge, von denen der erste den be- 
liebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkt p über den Strahl (3.) hinaus mit 
dem Strahl (2.) und dann über den Strahl (4.) hinaus mit (1.) und der zweite 
denselben Punkt p über (4.) hinaus mit (2.) und dann über (3.) hinaus mit (1.) 
verbindet, betrachteten Punkte p^^ und p^^ nicht zusammen und ergiebt sich 
darum auch auf dem Strahl (1.) durch diese Punkte p nicht, wie in dem in 
§. 4 betrachteten besonderen Falle eines schliessenden Strahlenquadrupels, ein 
Involutionssystem von Punkten : dagegen gelangt man auch jetzt auf jedem der 
gegebenen Strahlen zu conjugirten Punkten eines solchen Systems, und zwar 
z. B. auf dem Strahl (1.) zu dem in §. 4 als p' bezeichneten Punkte (8.), wenn 
man zu p in Beziehung auf die beiden Schlusspunkte J93.4, und ^4^3 (§. 2, 61. (15.) 
und (17.)) den conjugirten harmonischen Punkt construirt. Um dies darzuthun, 
bezeichne man etwa die in den eben herangezogenen Gleichungen bestimm- 
ten Coordinaten der Punkte p^^ und P43 bezüglich durch t?3^4irj^4 und ©a^j^^v^ 
so dass also: 

(i) \ ^^'* ^ Bvr-ß^AWi^ fr3,4 = Bwi — ayAti^ 
r Ü43 =-■ Bv^+iid'Awi , 1^4 3 = Bwi — a^Avi , 

wo A und B die in §. 2, 61. (16.) angegebenen, von Vi und tCi ganz unab- 
hängigen Werthe haben, und welche in dem jetzt betrachteten allgemeinen 
Falle nicht verschwinden. Alsdann sind die 61eichungen der durch die ew-- 
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Kante ond bezilglich die Punkte p, ps,«, p4^ gelegten Ebenen: 

^ '^ W », ' IP . «P3,4 ' tP tP4^ ' 

und wird demnach die Gleichung der zur ersteren in Beziehung auf die bei- 
den letzteren conjugirten harmonischen Ebene: 

f 3.) Ir f t^3,4 tPv + f>4^ tP3,4) (^ + ^) = «P3,4»M ^ + «^3,4t>4^ ^• 

Durch Einsetzen der obigen Werthe der Coordinaten von /i,,« und p^^ er- 
giebt sich: 

i(«>3,4tt?4,3 + «>vtf?3,4) = eiWiiBf-aßydA^); 
demnach wird die Gleichung (3.) nach einigen Reductionen: 

(4.) AHarf,l-ßdw]) (ay -^-ßd^) = 0, 

und aus dieser ergeben sich, weil A nunmehr nicht verschwindet, und wenn 
man den Factor aYf>\—ßdw\ weglässt, welcher gleich Null wird, wenn der 
Punkt p auf einer der Leitlinien des Systems liegt, was im Allgemeinen nicht 
eintritt, als die Gleichungen des gesuchten conjugirten harmonischen Punktes 
auf dem Strahl (1.): 

(5.) f = ti = 0, ^ = i^^ 

welche mit denen des Punktes p' (§. 4, Gl. (8.)) übereinkommen. Man hat 

demnach den Satz: 

Wenn man eon einem beliebigen Punkte eines der Strahlen eines 
gegebenen Strahlenquadrupels ausgehend^ js B. vom Punkte p des Strahls 
(1.), in zusammenhängendem Zuge einmoU geradlinig über den Strcihl (3.) 
zum Strahl (2.) geht und dann geradlinig den Strahl (4.) durchschneidend 
zu (1.) zurückkehrt y und femer p zuerst geradlinig über (4.) mit (2.) 
und dann über (3.) mit (1.) verbindet ^ — die Schlusspunkte der beiden 
Züge auf dem Strahl (1.) seien p^^^ und />4,3, — alsdann sind der zum 
Anfangspunkte p in Beziehung auf p^^^ und p^^i conjugirte harmonische 
p* und />, bei veränderter Lage von p, conjugirte Punkte eines Involutions- 
systems. 

Bezeichnet man bei dieser Construction die Strahlen (1.) und (2.), auf 

denen die Endpunkte und Brechungspunkte der beschriebenen beiden Zi^%e 

liegen, und ebenso die Strahlen (3.) und (4.)) welche durch die beiden ZOge 
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darchschnitten werden, mit gemeinschaftlichem Namen als Gegenstrahlen, um 
dadurch anzudeuten, dass die Strahlenpaare (l.)? (2.) und (3.), (4.) ihre 
Rollen bei der Construction vertauschen können, wobei jedoch zu bemerken 
ist, dass von vornherein jede zwei der gegebenen vier Strahlen als Gegen- 
strahlen ausgewählt werden können, so sieht man sofort, dass bei einer ein- 
maligen festen Gruppirung der gegebenen Strahlen in Gegenstrahlenpaare, in- 
dem man dieselbe Construction von anderen und anderen Punkten aus und 
auf anderen und anderen Strahlen beginnend wiederholt, auf jedem der vier 
Strahlen ein bestimmtes Involutionssystem erzeugt wird. Setzt man also bei- 
spielsweise, wie in dem obigen Satze, die Strahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) 
paarweise als Gegenstrahlen fest und benennt, wie früher, die auf den Strahlen 
(1.), (2.)^ (3.)^ (4.) bezüglich durch die angegebenen Constructionen erhaltenen, 
conjugirlen Punktepaare der Involution p und p', q und q\ r und r', s und s\ 
so haben diese ganz dieselben Eigenschaften, als die in §. 4 erhaltenen, 
ebenso benannten Punktepaare, weil ihre Gleichungen (5.) dieselben sind als 
früher (§.4, Gl. (8.)). Darum haben auch diese Punkte dieselbe Bedeutung 
für die Construction der Elemente F und E\ deren Gleichungen sich in §. 3 

als unabhängig von der Wahl des das Strahlensystem T— , — j bestimmenden 

Strahlenquadrupels gezeigt haben, und es ergiebt sich demnach auch hier: 

1 ) der zu einem gegebenen Punkte P conjugirte Punkt P' des Strahten" 
Systems als Durchschnittspunkt der Verbindungslinien der Punktepaare p', q' 
und r', Sy welche auf den Paaren von Gegenstrahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) 
conjugirt sind den Punkten p^ q und r^ s, in denen zwei bestimmte durch P 
gezogene Geraden die Strahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) bezüglich durchschnei- 
den; die Verbindungslinie PP' ist der dem Punkte P zugehörige Strahl des 
Systems. Und 

2) enthält auch in dem jetzigen allgemeinen Falle die zu einer ge- 
gebenen Ebene E conjugirte Ebene E des Strahlensystems die Verbindungs- 
linien der Punktepaare p\ q' und r\ s', welche conjugirt sind den Punkte- 
paaren py q und r, s^ in denen die Ebene E bezüglich die Paare von Gegen- 
strahlen (1.), (2.) und (3.), (4.) durchschneidet; die Schnittlinie der beiden 
Ebenen E und E' ist dann der der Ebene E zugehörige Strahl des Systems. 

Hält man die Bedingung, dass die gegebenen Strahlen in der bestimmten 
Gruppirung (l.)) (2.) und (3.), (4.) Gegenstrahlen des Strahlenquadrupels sein 
sollen, nicht länger fest, so verallgemeinert sich die Construction der einem 
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Punkte P oder einer Ebene E conjo^rten Elemente F und E', und man er- 
hält folgende zwei Sätze^ von denen der eine die reciproken polaren Bezie- 
hungen des anderen ausspricht: 

Man kann durch jeden Punkt P im Räume, welcher nicht auf einem 
gegebenen Sirahlenquadrupel selbst liegt, sechs gerade Unien ziehen, welche 
die gegebenen vier Strahlen iu iwei durchschneiden, nämlich die sechs 
Geraden, in denen sich die vier durch P und die Strahlen des Strahlen-- 
quadrupels einzeln gelegten Ebenen durchschneiden; construirt man zu den 
Schnitlpunkten Jeder dieser Geraden auf den ihr zugehörigen beiden Strahlen 
als Gegenstrahlen die conjugirten Punkte und deren Verbindungsgerade, 
so erhält man im Ganzen sechs Verbindungsgeraden und diese gehen durch 
denselben Punkt, nämlich den conjugirten Punkt P' des durch das ge- 
gebene Strahlenquadrupel bestimmten StraUensgstems. Und: 

Es giebt in Jeder Ebene E, welche nicht selbst einen Str€M eines 
gegebenen Strahlenquadrupels enthält, sechs gerade Unien, welche die eier 
Strahlen zu zwei durchschneiden, nämlich die Verbindungsgeraden der eier 
Punkte, in denen die Ebene E die Strahlen des Strahlenquadrupels durchr- 
schneidet; construirt man zu den Punkten, welche jede dieser Geraden 
verbindet, auf den ihr zugehörigen beiden Strahlen als Gegenstrahlen die 
com^ugirten Punkte und deren Verbindungsgerade, so erhält man im Ganzen 
sechs Verbindungsgeraden und diese liegen in derselben Ebene, nämlich 
der rot^jugirten Ebene E des durch das gegebene Strahlenquadrupel be- 
stimmten Strahle9$sgstems. 

Die Verbindungslinie der Punkte P und F und die Schnittlinie der 
Kbenen K und E' sind selbst Strahlen der betreffenden Strahlensysteme. 

Herlin, November 1866. 
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Ergänzung der Abhandlung über die Entwiekelung 

des Products 

i.{l+x){i + 2x){l+Sx),.,{i+(n-i)x) = nix) 

in Band XLIII dieses Journals. 

(Von Herrn Schläfli zu Bern.) 



Xm Beginn des §. 4 dieser Abhandlung wird eine Form des Ausdrucks 
einer ganzen Function angenommen, wo der Coef&cient des Anfangsterms (In* 
tegrationsconstante bei der Integration einer Differen^engleichung) nur durch 
Induction gefunden war. Am Ende von §. 6, Gl. (38.) steht zwar die iden- 
tische Gleichung, auf deren Beweis alles ankam ; aber ich halte wirklich ver- 
gessen, dass sie noch nicht bewiesen war, uni sogar gesagt, der directe Beweis 
möchte sehr schwer sein. Ueberhaupt führte damals der Versuch, durch In- 
tegration von Differenzengleichungen den Gegenstand zu erledigen, zu un- 
nöthiger Weitläufigkeit. Ich will nun den Fehler verbessern, indem ich ^eige, 
dass die Sache weit einfacher ist. 

Das in der Ueberschrift genannte Product, n{x) = ^A^x"*^ ist durch 

»+1 n 

jf7(a:) = l, n{x) = {l+nx)n{x) für jede ganze Zahl n definirt. Nur muss 
für ein negatives n = — i der absolute Werth von x kleiner als -y- sein, da- 
mit die Entwicklung iä'(a:) = ((1— a?)(l— 2a;)...(l— ia:))-"* = ^ X.ic* conver- 

»=(1 

gire. Es ist aadi sogleich klar, dass die mit A bezeichaeten Coefficienten 
positive ganze Zahlen sind, sobald sie nicht verschwinden. Der bekannten 
Gleichung 

welche 

(2.) ^ = ^^ ß\ß-ßy\^ ^' 

liefert (wo /9^^" = 1 zu verstehen ist, wenn in = l = ß = 0).^ reibe ich die 
Entwicklung (für o = 0, 1» 2, 3, . . .) 
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durch welche die (ganzen positiven) Zahlen £o? ^m • • • definirt werden sollen^ 

•» 

an. Also 8^ = 1^ B^ = fflr m = 1, 2, .... (Die Gleichung B^i = 0, die 
hier sogleich klar ist, fällt im Grunde mit jener unbewiesenen Gleichung (38.) 
zusammen; ihre Erkenntniss gab mir die Veranlassung zur vorliegenden Be- 
trachtung.) Stellt man in (3.) die linke Seite durch 

dar, so folgt wegen (1.) 

(4.) B^. =%i-ir-^(z+iyl. 

Aus 

a a a — l 

l?«_«+i— ai?««a = («»+a)5m-«+n (RelationsBcale), 

a a — 1 

im besondern B» = (2a — 1 ) 5o = 1 • 3 . 5 . . . (2a — 1 ). Es sei nun 



folgt 



a=m 



also eine ganze Function (2i»)*'''' Grades von n. Da 

/III+ 1— fi\_/iii — fi \ _ fm — n\ 
so ist 

A.+,(«)-A.+.(«+l) =XC+")^"— >• 

Aus «C+"«) = -('»+«+l)C;;+l)-«C+"a) fol«t fe^er 



Daher 

/:+.(«)-/:+i(«+i)+«/:(«)=^C:;i)(ß--.+.-(«+«)5l_.+.-«^_)=o 

m+t 

vermöge der Relationsscale für B. (Da B^^i = 0, B^i = 0, so ist die Ver- 



schiedenheit der Summengrenzen ohne Belang). Femer ist fo(n)=^Bn = i; 
/'^(0) = für i» = l, 2, ..., well (^|J^^) = für a=l, 2, ... und Ä«=0. 
Diese Anfangswerthe der Function f^{n) im Verein mit der Relationsscale^ 
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die für f und A dieselbe ist, reichen hin, um zu beweisen, dass 

ist. (Da diese Formel (5.) für « = 0, —1, —2, ... —m dem Systeme der 
Gleichungen (4.) fflr a = 0, 1, 2, . . . m genagt und fOr i» = 1,. 2, . . . i» den 

n n 

der Function (n— 1)**" Grades /7(a:) entsprechenden Werth -/4«=0 liefert, also 
in 2m +1 Fällen richtig ist, so hätte man auch von hier aus die allgemeine 
Richtigkeit des Ausdrucks (5.) fflr eine (n^ 1)^"* schliessen können.) 

Combinirt man (2.), (4.), (5.), so stellt sich A^ als dreifache Summe 
dar; diese kann aber in eine Doppelsumme verwandelt werden. Da in (4.) 
und (5.) zusammen O^i^a^m, und, wenn l fest bleibt, 



I(-"-'(:tj)c+:) = (-ir'G:;;)S(„-'.)(-."-i') 

— f i\mi-xrfn—n\/-'n'-l — i\ _ /m — ri\/m + n\ 
-l-l; U + aA m-A J^\m+lAm-V' 

so folgt 

(6.) i-ti(z-i)(zii), 

mittelst (2.) eine Doppelsumme. Der Ausdruck ist übrigens eine (ii^l)^"*^ und 
die Gleichung wird von n^—m bis i» = f?i unmittelbar als richtig erkannt; 
sie ist also auch unabhängig vom vorigen bewiesen. 

Zieht man einen analytischen Gang vorigem synthetischem vor, so leitet 

auch die Anwendung des Fotinerschen Satzes zur Gleichung (5.). Giebt man 

t» 

nämlich, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, dem Product n{x) die 
Gestalt eines Binöminalcoefficienten, so kommt 

Da aber (*Zi) ^®^ Coefficient von tf^^ in der Entwicklung von (1 +«)*"' 
ist, so giebt der Fouriersche Satz 



Cl{) = 2^/(1+«)^-'"-*'»' 



wenn der Integrationsweg +1 Mal umläuft und •— 1 ausschliesst. Setzt man 
ti = e' — 1 , so kann man unter dem Integrationsseichen nach Potenzen von ss 
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entwickeln und hat daher zogleich 

^- 2inJ (a-m-i)\ '^ ^^ ^^ °*' 

wenn der Integrationsweg +1 Mal nmläoft und alle Vielfachen tob 
ausschliesst. Es sei c'— l=<(l4-r); dann ist 

und, da 

(« — i»— 1)! V o / V«+o/ a! ■ 

ist, auch 

was mittelst der in (3.) definirten Coefficienten B die Gieichung (5.) giebt, 
zwar nur für ein ganses positives n, aber mittelst der Relationsscaien fär A 
und B auf ganze negative Werthe von n flbertragbar. 

Bern, den 28. November 1866. 
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lieber die Entwickelbarkeit des Quotienten zweier 

bestimmter Integrale von der Form 

/dxdy^..dz, 

(Von Herrn Schläßi zu Bern.) 



Xra Gebiete von n Variabein x, y, . . . z heisse jede Gruppe von 
Werthen derselben ein Punkte und die einzelnen Werthe seien die Coordi- 
naten dieses Punktes. Wenn überdies das Quadrat der Distanz zweier Punkte 
durch die Summe der Quadrate der Unterschiede gleichnamiger Coordinaten 
beider Punkte definirt ist, mögen die Coordinaten rechtwinklige heissen, wenn 
durch eine andere homogene Function zweiten Grades, schiefwinklige. Ich 
setze die Eigenschaften einer orthogonalen Transformation, d. h. einer solchen 
linearen Transformation der Coordinaten, welche jene erste Form des Aus- 
drucks der Distanz nicht ändert, als bekannt voraus. Ein Punkt, dessen Coor- 
dinaten 0?!, 2(i, ... Zi den Zeiger 1 tragen, werde mit diesem Zeiger 1 be- 
zeichnet. Die Gesammtheit aller Punkte, welche der in rechtwinkligen Coor- 
dinaten ausgedrückten Gleichung x^+y'^-\ \-z^^i genügen^ heisse nSphäre; 

der Punkt, dessen Coordinaten alle Null sind, heisse das Centrum derselben; 
1 ist ihr Radius; von einem Punkte, der jener Gesammtheit angehört, sage 
ich, er liege auf der n- Sphäre. Die n Punkte 1, 2, 3, . . . n seien nun 
nach Belieben auf der n- Sphäre gegeben, doch so, dass der Determinant 

y^ = C\2 "V) ^^^^^ verschwindet; femer ordne man entweder die Coordi- 
naten oder die Punkte so, dass dieser Determinant positiv wird. Der Minor 
(2 ^^^^^^ Determinants z. B. werde mit f^l bezeichnet, u. s. f. Summa- 

tionen, die sich auf die Coordinaten x, y, ... z beziehen, mögen mit JS, 
solche, die sich auf die Punkte 1, 2, . . . it oder deren Combinationen ohne 
Wiederholung beziehen, mit S bezeichnet werden. Mit Bewahrung des Ur- 
sprungs kann man die • Coordinaten orthogonal (und homogen) so tranafor- 
miren, dass die Punkte 1, 2 nur für zwei Coordinatennamen Werthangaben 
erfordern, während alle anders benannten Coordinaten in beiden Punkten ver- 
schwinden, d. 1l die drei Punkte 0^ 1, 2 bestimmen eine Ebene^ welche alle 
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drei enthält; in dieser Ebene liegt ein Winkel 102, der mit 12 bezeichnet 

sei. Die orthogonale Transformation giebt cos 1 2 = JS'o?! a^, . Das Quadrat der 

Distanz der zwei Punkte 1, 2 sei t«« = -2'(a:i — Xj)^, also cosl2= 1 — itin. 

Um schiefwinklige Coordinaten pi* p?, •••/>. zu bekommen, deren 
jede in und n—i Punkten aus den n auf der n- Sphäre gegebenen ver- 
schwindet^ aber im einzigen noch übrigen den Werth 1 annimmt, setze man 
x^Sxipi^ y = Syipi^ ... z = SzxPi (i = l, 2, ... »). Da ]^J nicht ver- 
schwinden darf, so sind durch dieses System von n Gleichungen umgekehrt 
Pi'i Pi'i • • • Pn als homogene lineare Functionen von x, y, ... s völlig be- 
stimmt, und sie sollen hier eine geraume Weile hindurch immer als solche 
betrachtet werden ; als unabhängige Variable sollen nur x, y, . .. z gelten. Der 

Kürze wegen sei 8 = pi+p2-\ hp«, U=W ^SuxuPiPu (^^.«^ = 1^ 2, ... «), 

R positiv verstanden, wenn U positiv ist. Dann ist 

2x^ = Spl+ 2S cos 12^,^2 = s'-U, 

also mit Ausnahme von stets s^R. 

Gegenstand der vorliegenden Betrachtung ist nun das n fache Integral 

S ^ fdxdy...dz (xVy'+- •+ä'<1, Pi>0,p2>0, ...p.>0), 

das ich einen n^ sphärischen Sector nennen will. Ich werde es so verwan- 

o nCn i ^ 

dein, dass der Quotient ^-rj- nach Potenzen und Producten der -^ — - Distan- 
zenquadrate Ui2', • • • entwickelbar wird. Man beachte wohl, dass die gemachten 
Voraussetzungen die Möglichkeit eines Widerspruchs zwischen den dem Integral 
S auferlegten Grenzbedingungen ausschliessen, und dass diese Bedingungen s 
und U positiv machen. In der Folge kommen nur proportionale Verwand- 
lungen der Coordinaten x^ y, , , . z mittelst posiUeer Factoren vor. Da diese 
die linearen Grenzbedingungen pi^O, ... nie in andere Form bringen können, 
so werde ich es unterlassen sie zu wiederholen. Aus demselben Grunde darf 
ich voraus setzen, dass nach jeder Verwandlung die Buchstaben s, R, Ü 
immer wieder dieselben homogenen Functionen von x, y, . . . z bedeuten wie 
vorher; vorübergehende Ausnahmen werden wohl das Verständniss nicht stören. 
Setzt man 2x^ = r\ und denkt sich y, . . . z constant, so kann man 

r dr 

im Integralausdruck dx durch ersetzen. Hält man r fest und substituirt 

ra?, ... für x, ... so kommt 

S = fr^'^dr^^^^^ (0<r<l,:S-a:^ = l), 
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imd, da man hier nach r integriren kann, 

(Wenn irgendwo innerhalb der Grenzen a; yersch windet , so richte man die 
Bezeichnung des Elements dieses Integrals auf einen anderen Coordinaten- 
namen als x ein; denn alle n Coordinaten können auf der n-sphfire nicht 
zugleich verschwinden.) Wenn man, r einstweilen nur als Hfllfsvariable an- 
sehend, jedes Element dieses Integrals mit /2lVrdr[0 <CrR<Z 1) = 1 multi- 
plicirt, and dann, r festhaltend, x, ... in — , ... amsetst, so kommt 

S = —f-^drdy...di (0<Ä<l,^«« = r' = «*-«»). 



Setzt man \dlJ =^RdR=^Xdx+''* und denkt sich y^ . . . z constant, so darf 

rdir j • RdR ^ ^ , 

durch ^ ersetzt werden, was 

S ^^/^dRd9...d!s (0<Ä<l,JS:a?^ = r'r=#^-Ä«) 
gieibt. JHan halte R fest und lasse x, • • . in Rx, . . . Obergehen, 

Hier kann man nach R integriren und hat 



8 = ^/i^'-^)'^^^^ (-?a:V=^--l). 

(Die Schwierigkeit, die aus dem Verschwinden yon X innerhalb der Grenzen 
entstehen könnte, wird, wie oben, durch eine andere Darstellung des Elements 

du 

beseitigt. Denn, da hier U=i und Oberhaupt U^^Sx.l-^^ so können 

nicht alle Abgeleiteten von U zugleich verschwinden. Wenn man Obrigens 
das Coordinatensystero so wShlt, dass Xi = {r2 ==0?} ==••• = o:, wird, so bekommt 

man s^ , wo sin o den Radius der durch die Punkte 1, 2, . /. n ire-* 

henden kleinen (ii^l)-sphOre («=1,^x^ = 1) bedeutet, iind X = x\mg^Q 
kann dann nirgends innerhalb der Grenzen verschwinden.) 

Da Oberall «>>1, so darf man (#^— 1)"^ nach fallenden Potenzen von 
s entwickeln, und gebe der Entwickelung die Form 

Joviiid fBr IfathMiMtik Bd.LXyiL H«ftS. 24 
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Substituirt man oben diesen Ausdruck, ftthrt -^, ... statt x, . . . , . eraetst 
dann — »— durch dx und gebraucht die Functionsbezeichnung 

so kommt 

Führt man endlich pi. p2^ » - - fn 9\b unabhSngige Variablen ein und beachtet, 
dass der Functionaldeterminant der rechtwinkligen Coordinaten in Besug auf 
diese schiefwinkligen den Werth ^J hat, so ist 

(1.) S = -j,^:jyyj/e-*TQ^,U)dp,dp,...dp, (p,>0,...) 

oder, was dasselbe ist, 

-7-7- = JS n — ^^Q — -. i /e 'U*(hidpt...dp,. 

Hier kann U^ in eine endliche Reihe von Potenzen und Producten der Hfllfa-* 
variabeln pi^ p2^ . . . p^ entwickelt werden; jeder Term liefert dann eine 
Combination der constanten Elemente tfij, ... multiplicirt mit einem Froduct 

solcher einfachen Integrale, wie /e'^^pidpi = m\. Sind diese einfachen Inte- 
grale alle in FacultSten verwandelt, so hat man wirklich eine in ganzer Form 
fortschreitende Entwickelung jenes Quotienten nach --^-^ — - invariantiven Ele- 
menten des Sectors S, nSmlich nach den Quadraten der Distanzen seiner Ecken 

1, 2, . . . n^ vor sich. Der Divisor — p in jenem Quotienten ist flbrigens der 
Werth des n fachen Integrals 

L = /dxdy...d^ («<l^jPi>0,jp2>0, .../i»>0). 

Denn es folgt sogleich L = '^jfdpidp2...dp^ (dieselben Grenzen). 

Denkt man sich p^^ jps , . . . Pn constant , so darf man dpi durch dk 
ersetzen. Jetzt wandle man pj^ ... p« in sp2^ • . • sp^ um, so hat man 

-jj =J^^dsdp2dpi...dpn 
(P2+jP3+-+p.<l,;>2>0,p5>0, ...jp,>0,0<Ä<l), 
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und da man nach s integriren kann, 

und 80 fort ; folglich L=^ -j ^J. Die Integrale S und L haben sSmmtlicbe 

Ecken 0, 1, 2, 3, ... n und alle durch gehenden linearen Grenzen gemein; 
aie unterscheiden sich nur dadurch, dass dem Centrum gegenüber S von der 
»*- Sphäre, L von dem durch 1, 2, 3, ... 11 gelegten linearen Continuum be- 
grenzt ist. 

Es liegt uns noch ob, die Convergenz des Integralausdrucks (1.) zu 
beurtheilen. Die mit 7 bezeichnete Function bildet einen besonderen Fall der 
hypergeometriscben Reihe von Gauss und kann auf mannigfache Arten durch 
bestimmte Integrale ausgedrückt werden; fDr unseren Zweck passt die Dar- 
stellung durch 

n 2 '^J ^ rmran)J ^ "" ^^^ 



- g)** 



T^T^e'^ ^■"^'ii-i.r-'^. 



wenn man ^U=R (positiv) und cosd = l— a: setzt. Ist nun R sehr gross, 
n aber endlich, so liegt der weit überwiegende Theil des Integrals auf der 

Strecke ö<^<"7ä ' ^^^ ^^^^ (l""!^)*""* durch 1 ersetzen, und bekommt 
angenähert 

T(!t±!L u) - (^^^e^^U-^ 

^ V 2 ^^J ^ ra) ^ • 

Daher ist die Convergenz des Ausdrucks für -y dieselbe wie sie das be- 
Stimmte Integral 

von der Gegend an hat, wo U sehr gross ist, bis da wo U unendlich wird. 
Ich glaube daher, die Convergenz des Integralausdrucks (1.) sei gesichert, 
wenn s'^— U als quadratische Function der Variabein pi , /^a , • . . jp» für keine 
Gruppe positiver Verhältnisse derselben Null oder negativ werden kann, wie 
wenn sie z. B. als arithmetische Summe von n Quadraten reeller linearer und 
homogener Polynome, ab^r nicht von wenigeren, dargestellt werden kann, wie 
z. B. oben durch ^(Sxijpji)^, mit anderen Worten, wenn ihr Discriminant 



J =r 



cos 1 il . cos 2il . . . cosnA 
(i = 1,2,3...») 



(wo cosU== 1) 



24 



188 Schlaf H, die EiUwidtelbarkeU de$ QuoiieiUeH moeier be $Hmmi m' ItUiffmk. 

und alle seine diagonalen Minore positiv sind. Es mnss indess Fille gebe% 

wo die Reihe fflr -j- convergirt^ obgleich J verschwindet; denn mnii kann 

sehr kleine «u) • • • wfihlen, welche der Bedingung J^O genflgen. D« 
übrigens die Reihe ans lauter positiven Termen besteht, so kann eine Variatfon 
ihrer Elemente u^^ . . . wohl nie anders einen Uebergang von der Conver* 
gens snr Divergenz bewirken, als indem derselbe dnrch das Unendlichwerden 

ihres Werthes -7-, also, da S stets endlich ist, durch das Versehwindeii von 

L, somit von J, angezeigt wird. Diese Erwfigungen bestimmen mich wm- 
glauben, dass, wenn nicht die Punkte 0^ 1, 2, 3, ... 11 allesammt einer und 
derselben linearen Gleichung genflgen, die angegebene Entwickelnng des Quo- 
tienten j- stets convergire. 

Fflr » = 2 sei a^i^rcosn^ yi = — sinn; x^^cosaf yi = sina; also 
L = ^yj ^ cos a sin a^ Inhalt des Dreiecks 012; Kreissector S = a. Der Sats 
(1.) giebt, da U=4sin^a.pq, 

oosasina a=^ *•!•♦•••(* + ♦)•/ ^^ r^^f 

also die bekannte Entwickelnng 

^^ 2.4... 21 

sin**«. 



a _ 'S* 2.4. .,21 ^.^21 

oosasina "^ i^i 3.b...(2l+i') 



Fflr » = 3 ist ;S ein Kugelsector; seine Basis, das Kugeldreieek (123) 
habe die Seiten a, b, e und die Winkel A, B, C. Setzt man mn^^^^^x, 
$io?^b = ft, sin^ic^M, so folgt 

- . a+b + c . —a+b + c . a — 64-c . a + A — « 

= 4sin ^ ^ sm g ^^^ — 2^ ^^^ ""^ ' 

ferner ist S = i{A+B+C—n)^ und L^^-^yj ist das Volumen der Pyramide 
(0123). Der Satz (1.) giebt 



Argumente des Sectors S. 

Man kann die rechtwinkligen Coordinaten a;^ y^ . . . a so wflhlen^ dasa 
die Polynome pi , p^ nur zwei Namen enthalten. Lftsst man dann die n— 2 an- 
gleichnamigen Coordinaten verschwinden, so hat man eine Ebene vor sich, in der 



Sehläfli, die EnkriekMarMi de$ QyoHmim zweier beHUimier Iniegrale. 189 

die zwei geraden Grenzen j9i>>0, p2>0 einen Winkel (als unendliches Areal 
gefasst) mit einander bilden, den ich Uberhampt das von den zwei linearen 
Grenzen Pil>0, p2>0 eingeschlossene Argument ^{pi^pi) = a» des Sectors 
S nennen will. 

Ans dem System der Gleichungen x^Sxipx^ . . . folgt t^^Pi^-^f^la;^ 
etc. Bildet man Summen, wie ^x\^ SxiX%^ so geben die Sfitze Ober Mul* 
tiplication von Determinanten 

4fl"=[i]' ^ma-ß] =[?]',--' 

wenn fil, [1], ... T^l die Minore der obersten Zeile des Cosinusschemas 
des Determinants d bedeuten. Aus Sx^^Bpl-k-^Sooslfi.pip^ ist klar, dass 
alle diagonalen Minore, wie [jl, [^2]^ * * -^ positiv sind. Ich darf daher 
V LlJ ^ r l2J ^ Ml 2I ^ ^^ ^^ '^^ ^^^ vorkommen, positiv verstehen. Setzt man 

nun — 7ppf-pi = «ia^ + *iy-l h«i«> also »i = — i^izr-^ "öd so fort, so ist 

y[i] y[iJ 

JS'oi = 1 , und die Grenzbedingung SaiX > von pi>0 nicht verschieden. 
Die orthogonale Transformation giebt aber — cos a|2 = ai 02+61 ^+*'-+^ie^ • 

Föl^ich ist -CO80,, = /rn /r2T "> ^«M = /r<1 /r^l ^*""" ergiebt sieb 

leicht, dass die -^ — - Elemente cos 12, . . . dieselben Functionen der Ele« 

mente — cosaj,, — cosajs, ... sind, wie diese von jenen. 

Bewegt man die einzige lineare Grenze pi>0^ so bleiben alle 

2 "" Argumente wie a», die mit dieser Grenze nichts zu schaffen 
haben, constant \ das Eck 1 bleibt fest, und jedes andere Eck l kann sich nur 
in der Ebene (0 1 1) bewegen und beschreibt einen Kreisbogen um 0. Ich 
verlange noch, dass auch die Argumente a^^ a^, ... a^^ constant bleiben 
und nur das Argument a», das ich kurz mit a bezeichnen will, variire. 

Die hieraus entspringenden Bedingungen J?a|Ctoi==0, Sa2dai=^s\na.day 
JS4Hdai=^6y JSa^dai^O^ . .. JS*a»ctoi = werden zunSchst JSr^lctoirrrO^ 

yLiJ 
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ond geben 



II Gleichangen, welche die Variation der linearen Grenze pi beatimnien. 

Betrachten wir femer die Bewegung z. B. des Ecks 3. Da es rieh, 
wie schon gesagt^ nur in der Ebene (013) bewegen kann, so ist 

zu setzen, wo ß, p^ noch zu bestimmen sind. Aus ^dSa^^JSxjdxi^O folgt 
/3cosl3+p^ = 0, und aus d^aiX^ = 2aidXi+JSx^dai=^0 folgt 

^\j]{ßx,+rx,) + ^\}l]Sx,x, = /3]/jr+cos23|/[}^] = 0. 

Also ist 

i^-Q^ = l [l2j(^cosl3cos23— iriCOs23), 

wo der Zeiger 3 durch jeden anderen ersetzt werden darf, wenn man be- 
achtet, dass cos 11 = 1, cos 22 = 1. 

Differentiation deB Sectors S nach seinen Argumenten. 

Zu den fr Oberen Abkflrzungen t = Sp^ , U= ^^i^PiPfi kommen noch 
Q = $^—U=JSx^ hinzu, und Pi^ p^^i •••/'» gelten fortan als die unabhfingigen 
Variabein, als solche, die nur dienen, die nach Potenzen und Producten der 
«12, ... verlaufende unendliche Reihe des Satzes (1.) in Form eines bestimmten 
Integrals darzustellen; das Argument a wird nur von den Distanzenquadraten 

«12, . . . implicirt. Demnach ist -^ = — ^- HSlt man die Gleichungen 
Q=^2x^y x^Sxipi, y = Sy^p2^ ••• zusammen, so folgt 

^■^ = Sxix = coslX.;i|+cos2il.j92+***+cosnit./i;i^ 
und hieraus 



yj:Sx^ = /[J2](4^eosüco82Ä-i|^co82-X). 

Multiplicirt man diese Gleichung mit 2pi und summirt über il = 1, 2, 3, 
so kommt 

— dO 

und, da cosl2 = 1— ^«h, ... Spx'^^ = 2Q, auch 
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WO «11 = 0, #22 = 20 beachten ist. Sabstitoirt man hier Q = g^-^U nnd 
setst abkOrzend •^— =z Ui, also ^^ = 2t— {7;^, so bekommt man endlich 



y[iyHf^iÜ2+2l^-iS(iiu+ti,a)Pzt^i-itStiaii2zP2+ 
Da ferner 

fta X = 2, 3, ... n; kr l = i aber 



80 fo(^ 

-^ = y[l2](»-l+i««-iS(«.i+«2i)+iS»u«,i). 

Der Kärze wegen werde ich im nfichst folgenden nur 7(a) statt 
T(a, U) schreiben, da das Argament ü dieser Function immer beibehalten 
wird. Man beachte dass 

-^|^ = T(a+l), and 4l^r(«+2)+4oTfo+l)-r(«) = 0. 

^fj ^ ^ Jt 

Mittelst der schon berechneten Werthe von 3-, -3 — wird man nnn finden 



im] 



da 



Uj.e-'T(^)) 



= e-'\T(^).{U,U,-^4U-8iuu-\-fhi)piUi~$8urin,ipi+^8ua^iPiUi) 
-ie-'S«.,«,,p,.(4i;T(^)+2(«+l)r(ii±i)-r(^)). 
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Der Einzelterm der Samme in der zweiten Zeile liefert Null , wenn er Ton 
pi=^0 bis pi=oo integrirt wird ; die dritte nnd vierte Zeile sind schon Jetit 
mit Nnll identisch. Die erste Zeile, nach pi integ^rf, giebt 

nnd dieses, nach pj integrirt, giebt (e"*T(-^^-^))(/>i = 0,ji2 = 0). Geben wir 

den Buchstaben /ii, p2 wieder die ursprOngliche Bedeutung linearer Functionen 
der Coordinaten x, y, . . . n, um die Gesammtheit der Punkte zu bezeichnen, 
welche den drei Gleichungen pi = 0, f^ = 0, 2x^ = 1 genfigen. Diese Ge-> 

sammtheit ist eine (»— 2)-sphfire, welche nur die Ecken 3, 4, ... n enthalt, 

[1 2n 
12J dieselbe Bedeutung,* wie J in Bezug auf 

1, 2, 3, • • . n. Also ist auch 

der durch die Ecken 3, 4, . . . n bestimmte Sector jener (»— 2}-sphfire, und 
obige Rechnung hat uns dann 

geliefert. (Einen anderen Beweis dieses Satzes habe ich im Quarterlig Jamnal 
of pure (md applied mathe$Mtic$, Bd. II. , S. 287 gegeben. In diesem Jour^ 
nale, Bd. XL VIII, hingegen steht ein Aufsatz „Aber eine Function von drei 
Winkeln^S der ffir das Gebiet von vier Coordinaten und den besonderen Fall, 
wo die Argumente «15, a^, a^ des Sectors S denWerth ^n haben und nur 
cti3, au, as4 frei sind, eine Reihe von Folgerungen ans vorliegendem Satze 
(2.) zieht.) 

Die Argumente ß^^ ß»^ •- - /'(«-d» ^^^ (»—2)- sphärischen Sectors fif» 

verhalten sich zum Cosinusschema cos 31, cos 4^... cos »1 des zweiten Minors 

(A = 3,4,5...ii) 

flll ^^^ Determinants ^ so, wie die Argumente aj,, ... des n-sphirisehen 
Sectors 5 sich zum voUstAndigen Cosinusschema von J verhalten^, d. h. 

Will man S» in der einfachsten Form eines (n— 2) fachen Integrales 
/dx4f...dz darstellen, so hat man zuvor das System der n ursprfingUehen 
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Coordinaten orthogonal so zu transformiren, dass auf die Polynome pi, p> nur 
zwei Namen fallen, und dann sind in jedem der übrigen Grenzpolynome die 
zwei Terme dieser Namen auszustreichen. Wird noch jedes mit einem po- 
sitiven Factor multiplicirt, der bewirkt, dass z. B. das mit dem Zeiger 3 ver- 
sehene Polynom im Eck 3 den Werth 1 bekommt, so mögen die so verän- 
derten Grenzpolynome mit q^^ q^^ ... q^ bezeichnet werden. Man lasse nun 
jene zwei Coordinatennamen weg, bilde aus den n—2 übrigen neuen Coor- 
dinaten die einfachste Form eines (/«— 2) fachen Integrales und gebe diesen die 
(ii — 2) -Sphäre vom Radius 1 und 5^3 > 0, 5^4 >0, ... q„>0 zu Grenzen; 
dann hat man jSj2. 

Bleibt man bei dem ursprünglichen System der n Coordinaten x,y, ... z, 
das zur Darstellung des Sectors S gedient hat, so kommt die letzte Vorschrift 
darauf zurück, dass man z. B. p^ durch p^ + f^Pi + ßpi ersetzt und hier a^ (i 
so bestimmt, dass das neue Polynom sowohl zu p^ als zu p^ senkrecht wird. 

Man erhält [{gJ^A = [{2]/^^+ [JS/^^ + ÜH^^ f"'* ^ = 3, 4, ... n. Für ^=1,2 

wird dieser Ausdruck mit Null identisch. Dividirt man ihn für A = 3 mit 



|/m21'1 Ii23r ^^ ^'^^ ^'^ Summe der Quadrate der Coefficienten von x, 
y, .. . z gleich 1 . Mit Bewahrung derselben n rechtwinkligen Coordinaten, 
durch welche S anfänglich ausgedrückt ward, kann man nun auch Sa als 
n-faches Integral 

S,^ = -^y^^^y--^* {2x^<\,qy>Q,q,>0,...q,:>0) 

darstellen. Die Begründung dieses Ausdrucks folgt im nächsten Abschnitt, 
wo Integrale ähnlich wie S^ aber mit weniger als n linearen Grenzen unter 
anderm in Betracht kommen. 

Fall, wo die eine Gruppe der linearen Grenzen auf der anderen Gruppe 

senkrecht steht. 

Die n = /+m Coordinaten im ursprünglichen Ausdruck des n- sphärischen 
Sectors S mögen aus einer Gruppe von / Coordinaten x, y, . . . z und einer 
von m Coordinaten x, y\ ... s' bestehen; die linearen Grenzpolynome pi, 
|i2, •. Pi sollen nur x^ y^ ... z>, die übrigen ^r,, q<^^ ... q^ nur a?'^ y\ ... ä' 
enthalten. Es sei ferner x^-\'y''\ [-Ä^ = r% 

ldxdy...dz (r^<l,Pi>0, .../i/>>0; = i, 
fdxdy\..dz (a:''+y" + -- + V'<l, gi>0.... g«>0) = M. 
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Hält man im Integrale 

die Variabein x, y, . . . i fest^ so ist 

^dxdy\..dz (-2x''<l-r%7i>0....7.>0) = (l-0*-if, 

Fahrt man hier als erste Integrationsvariable r statt x ein und wandelt dann 
X, y, ... 2 in rx, ry, . . . r^ um, so kommt 

».^ X 

und, wenn man hier nach r inlegrirt und beachtet, dass / — ^L-^-^- 

(^x*=l,/»,>0. ...) = /!, so findet man 



r(i±^+i) 



Ich habe hier das System der l+m Coordinaten schon tob Beginn an 
so gewählt, wie es die senkrechte Stellung der Polynome pi^ pi^ ... p, su 
den Polynomen ^i, q^^ ... 9» erlaubte, und wie es fAr die Behandlung des 
Falles am bequemsten war; ich brauche kaum lu bemerken, dass die Allge- 
meinheit des Saties nicht darunter leidet. 

Denkt man sich, der Sector L verhalte sich wieder so wie 5^ dass 
nämlich seine linearen Grenspoiynome iwei lu einander s^ikrechte Grappea 
bilden, so kann man auch L auf ähnliche Weise durch ein Product iweier 
Sectoron darslollon, die den iwei Gruppen entsprechen. Wenn also die li* 
nonron (Srenion von S drei Gruppen, eine von Ar, eine andere von l, eine 
drillo von m Polynomen, bilden« deren jede auf beiden übrigen senkrecht steht, 
und man beieichnet die diesen drei Gruppen entsprechenden Ar-, /-, M-sphä- 
rlüohon Soctoron mit K, L, M, so folgt 

Wie dioiies weiter geht^ ist klar. Kommen monosphärische. Sectoren vor, so 
int XU benchton, dass jeder solcher /dx (x^<;l,x>>0^ = 1 isL Wenn daher 

unittr den / 1 m linearen Grenien eines ^/+m)- sphärischen Sedors S eine 
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Menge / solcher sich findet, deren jede auf allen l-\-m—\ flbrigen Grenzen 
senkrecht steht, wenn also das System der /+m Coordinaten orthogonal so 
transformirt werden kann, dass der ursprfingliche Ausdruck des Sectors die Gestalt 

S =^ fdxdy...didx'dy'...d!i,' (-2"a;^4-^a;"<l,/>,>0,/>2>0, ...jt»»>0, 

a;>0,y>0,...a>0) 

annimmt, wo die linearen und homogenen Polynome pi, pz, •••/>» nur x, 
y', ... i' enthalten; und man setzt 

M =fdx'dy'...di' (^a;''<l,j9.>0,/>,>0, ...p,>0); 
so ist 

Behalten wir das letzte Coordinatensystem, das für diesen Fall am 
besten passt, indem die / zu einander und zu den m übrigen senkrechten 
Grenzpolynome selbst als Coordinaten gebraucht werden, so ist klar, dass eine 
Umwandlung der Grenze ic>>0 in — ic>0, d. h. in ic<;0 den Werth des 
Integrals S nicht ändert; denn in der einzigen Grenzbedingung, die noch x 
enthält, der (/+m)- sphärischen, kommt nur x^ vor. Addiren wir die zwei 
den getrennten Bedingungen, a?>>0, und a;<0, entsprechenden Integrale, 
so bekommen wir dasjenige Integral, das der Bedingung ic>0 (oder iP<CO) 
entbehrt und mit S nur noch die übrigen Grenzen gemein hat; sein Werth 
ist also 2<S. Lassen wir auch noch die Bedingung j( I> weg, so haben wir 
45^ und so fort. Wenn endlich alle jene / unter sich und zu den m übrigen 
senkrechten Grenzpolynomen getilgt werden, so bekommen wir 2'iS. Das heisst: 

jdx dy^..dz dx dy\ . . dz {2x^ + 2x*^ < 1 , /?i > 0, /?2 > 0, . . . /?^ > 0) 

= "^'fi^^'^^l/ dxdy'...dz' (-Sx'^<l,px>0,.../,.>0), 
K^ + 

wenn wirklich jedes der m Grenzpolynome p uur x\ y\ ... z enthalt. Wenn 

z. B. /=2, m = n—2 ist, so ist das n fache Integral links mal so gross 

als das (^--2) fache Integral rechts. Hierdurch ist der Ausdruck für S12 am 
Ende des vorigen Abschnitts gerechtfertigt. 

Aus dem Satze (3.) folgt auch, dass derjenige Sector, dessen Argu- 
mente alle ^7i sind, dessen Sehnenquadrate daher alle den Werth 2 haben, 

25* 
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wahrend J=i ist, den Inhalt (/\'|))": /^(Iä+I)«, die ganze it-sphäre also 
den Inhalt ti^** : /'(jn+l) hat, was längst bekannt ist. 

Es folgt aus (3.) ferner« dass der Satz ^2.) sich nicht auf eigentliche 
Sectoren mit eben so vielen linearen Grenzen als Dimensionen beschränkt^ 
sondern für ähnlich gebildete m fache Integrale, die weniger als n lineare 

Grenzen haben, auch noch gilt: namentlich richtet sich der Factor — nach 

der Zahl der Dimensionen, nicht nach der Zahl der Grenzen. 

Kehren wir zur anfänglichen Gestalt des Satzes ^3.; und ihren Vor- 
aussetzungen zurück. Den Polynomen pi« /i2, ... pty ^i, q-i. ... 9« mögen 
die Ecken U 2, . . . /^ T* 2\ . . . m' entsprechen. In den Ecken der ersten 
Gruppe verschwinden x, f/\ ... z; in denen der zweiten Gruppe eben so 
Xy t/y ... 5. Daher hat das Quadrat jeder Sehne* welche Ecken beider 
Gruppen mit einander verbindet, den \Verth 2. Die Quadrate der Sehnen, 
welche nur Ecken der ersten Gruppe mit einander verbinden, seien tr,2, . . .; 
bei der zweiten Gruppe seien sie r,2, ... Ferner sei 

9=Pi-rP2'\ rpi. / = 71 + 72-] rqmy 

J7= Smi^pip^ {l, u = 1, 2, 3, ... r, F= Svi^q^q^ ;,kyU = 1, 2, 3, ... m\ 

.•^ = (Tf :.;)• . ^ = (f r;::D- 

Dann werden die Functionen, die in Satz J.} mit }JySy U bezeichnet sind, 
hier resp. zu }J,]J'y s+t, 2st-rU^}\ Im entwickelbaren Integralaasdmck 
(1.) für den vorliegenden v^/+m^^- sphärischen Sector 5 kommt also die Function 

T{j-~-^—y2st+U-Ty) vor. Man entwickle diese nach Potenzen and Pro- 
ducten von Uy V und integrire den Einzelterm; man wird 

= ri\)./e-'T{^,U)dp,...dp,^/e-'T(^, v)dq,dq,...dq, 
finden millelsl der iwei Hülfssätte 

/e-s'U'dp,dp,..dp. = Il^;0^ß-'U'>dp,dp,...dp„ 



i-x 



Im Falle des Salzes •3.) kann man also direct beweisen, dass die vielfache 



^ 
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hypergeometrische Reihe (1.) in zwei Factoren zerfallt, die wiederum solche 
Reihen sind; jene ist ^ +^A +'^— J fa^|^^ ^jj^g^ gj^^j ^^gp _LziJ.fach, 

und ^—^2 — ^f^^*^- 

Eeduction des (2« + 1)- sphärischen Sectors auf (2fi — 2Ä)- sphärische Scctoren, 

wo A = 0, 1 , 2, . . . «. 

Der Coefficient von a?^"+*~*y* in der Entwickelung von 



cos 



X lang —w^ + cos y tang ^ = sina? + siny 



v2A+l 



ist T77— t-4tt9 wenn « = 0, aber Null, wenn « = 1, 2, 3, . . . «. Mit anderen 

(2fi+l)!^ ^ 

Worten, der Ausdruck 

nimmt für x = den Werth (—1)" an, wenn « = 0, verschwindet aber, wenn 
€ = 1, 2, 3, ... n. Definirt man die ganzen positiven Zahlen o,,, ai, 
02, . . . durch 

SO folgt, dass der Ausdruck 

den Werth 1 bekommt, wenn « = 0, aber verschwindet, wenn « = 1,2,...«. 
Es sei nun S ein (2f»+l)- sphärischer Sector mit den linearen Grenz- 
polynomen /ii, /i2, . . . p^n^i- Da die Grenze JSx^ < 1 sich immer von selbst 

versteht, so will ich S kurz durch /(pi,/'2, •••P2fi+i) bezeichnen. Man lasse 

nun im ursprünglichen Integralausdruck für S auf alle möglichen Arten je 
2>l+l lineare Grenzen weg und bezeichne die Summe aller so entstandenen 
n fachen Integrale mit 2^^*^*G^^"~^^^, Gruppe der Integrale, welche nur 2n — 2k 
lineare Grenzen haben. Man betrachte dann das Aggregat 

Das in 2G^^"^ vorkommende Integral /(/?2 9 />3, ••• P2»+i) z. B. ist gleich 

/Ipi^Pi.Pi^ y P2n-^i)+ji-Pi'^P2,Pi, •' P2n\i)' Ebeuso Ist das in 8G^— ^> 
vorkommende Integral 
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+y (Pm -/^2,/?3,P4, ..)+/(-Pm -P2,/^3^P4, ...) 
+/( PJ9/^2, —PZ^P^-^ •••)+/( -^19^2, —pZ-iPA^ ...) 

Und SO geht es fort. Fragen wir uns nun, mit welchem Coefficient der Sector 

/(—PM"-P2,--/>3,. .--/>#, />*+n/>e+2,.../^2«+i) *. B- (es ist immer mit ver- 
standen, dass man die Grenzpolynome so ordne, dass der mit ]/^^ bezeichnete 
Determinant positiv ausfalle; kein Sector ist negativ gedacht), worin b der 
linearen Grenzen von S das Zeichen gewechselt haben, im Aggregat A vor- 
komme, also zunächst in der Gruppe 2^^"^* G^^"~'^^, wenn 2il+l>€ ist. Hier 
mässen fi, /I29 ••• p^ schon zu den ausgestrichenen Grenzen gehören; es 
fragt sich also nur, wie oft man 2il+l-~£ Grenzen von den übrigen p^^^i^ 

Pt+29 .. • P2«+i noch tilgen kann. Offenbar (2Ai}Z0'^C2n^*2Ä*)* ^^ ^^ 
kommt also der erwähnte Sector in der Gruppe 2^"^* G^^"""^^^ vor; in A hat er 

daher i;"(-l)^a2(^J^t.^^0(*)'^'^' ^"" Coefficient. Aber der Sector 

(Pi'iPiy ''P€9 — Pf+n ""Pf+2, ... — P2»+l) 

hat genau denselben Werth wie der vorige. Also bekommt dieser gemein- 
same Werth den Coefficient 

das heisst, 1, wenn f = 0, aber 0, wenn « = 1, 2, ... n. Folglich ist -4 = S 
und wir haben den Satz 

(4.) S = 'j|(-l)^ö,G^^--^> 

gewonnen. Nach einer Folgerung aus Satz (3.) ist aber jedes der in 
22^-» « ß((2*-2i) vorkommenden Integrale das n^^^I\n— k+i) : r{n+^) fache des 
(2m— 2il)- sphärischen Sectors mit den Argumenten, die von den diesem Inte- 
grale noch verbliebenen linearen Grenzen eingeschlossen werden. Der (2»+l)- 
sphärische Sector kann also linear durch lauter {2n'-2l)- sphärische Sector en 
ausgedrückt werden, tro A ^ 0, 1, 2, . . . i». Der Schlussterm rechts in (4.) 
ist natürlich 



/( 
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Reguläre Sectoren. 
Wenn alle Sehnen quadrate des »»- sphärischen Sectofs 5 denselben 
Werth u haben, so ist ^ = (^ii)*~*(i» — ^?-^ti). Die unendliche Reihe (1.) 
für S bleibt daher so lange convergent, als u, von Null aus wachsend, den 

Werth _. noch nicht erreicht hat; hier aber wird sie divergent; also schon 

2 
bei einem Werthe, der 2 nur um r- übertrifft. 

2n 

Sind überhaupt alle Sehnenquadrate absolut kleiner als __. , so wird 

die Reihe (1.) convergiren, mag der Sector S reell oder imaginär sein. Die 
Frage muss ich einstweilen unbeantwortet lassen: wie verhält sich die Sector 
geheissene Function, wenn ihre Sehnenquadrate frei variiren? was fär Un- 
Stetigkeiten hat sie? 

Bern, den 4. December 1866. 



200 



Zur Theorie der complexen Zahlen. 

(Von Herrn Paul Bachmann zu Breslau.) 



Xn dem Folgenden theile ich die Hauptmomente aus der Theorie der 
Zahlen von der Form 

mit^ in welchen x, y, z^ u beliebige ganze Zahlen^ D und J aber ebenfalls 
zwei ganze Zahlen sind, welche der einzigen Beschrankung unterworfen werden, 
dass weder sie selbst, noch auch ihr Product positive Quadratzahlen sind. 
Diese Zahlen mögen kurz als ganze complexe Zahlen ans yO und }fJ bezeichnet 
werden. Die Norm einer solchen Zahl, d. h. das Product der vier conjugirten 
Zahlen Z|, Z2, Z3, Z4, welche den verschiedenen Vorzeichen von ]//> und 
}/^ entsprechen, kann leicht in die Form 

NiZ) = (x^^Dy'-Jz'+DJuy-WJiyz-xuf 

gebracht werden, und es kommt nun vor Allem darauf an, die reellen Factoren 
dieser Norm zu untersuchen. Zu diesem Zweck theile ich alle nicht in 2DJ 
enthaltenen Primzahlen — von den Factoren von 2DJ wird hier abstrahirt — 
in vier verschiedene Classen: 

Ich bezeichne mit 71 alle reellen Primzahlen, in Bezug auf w^elche so- 
wohl D als J quadratische Nichtreste sind; mit 9 alle Primzahlen, für welche 

( — j = +l, ( — )="~1 'S*^ ™^* * «'1^ Primzahlen, für welche umgekehrt 

(-r-J =^ — 1 9 (-r-) = + 1 ist ; endlich mit p alle Primzahlen, in Bezug auf welche 
beide Zahlen D und J quadratische Reste sind. Dann ergeben sich folgende 
Kesultato: 

1 . Die nothwendige und hinreichende Bedingung für das Enthaltensein 
einer Primzahl q in N{Z) wird durch die beiden Congruenzen x+ry ^ 0, 
z \ ru .0 (mod. q) ausgedrückt, worin r eine Wurzel der Congruenz r^^D 
(mod. q). Dann werde gesagt, Z enthalte den idealen Factor {q,r). 

2. Ebenso ist die Bedingung dafür, dass eine Primzahl k in N{Z) 
(mlhttlloii ist, durch die Congruenzen a:+pÄ^O, y + pti^^O (mod. k) be- 
zeichnet, worin (>^ £e (mod. k) ist. Dann soll gesagt werden, Z enthalte 
den Idealen Factor (A^(>). 




Bachmann, «tir Theorie der complexen Zahlen. 201 

3. Wenn vo eine Wurzel der Congrnenz oy^^DJ (mod.Ti) bezeichnet, 
so drücken die Congruenzen x+uü):E±0^ Dy+a)z-JBO^ loy + J&e^O (mod. ti)^ 
von weichen die letzte eine Folge der vorletzten ist, die Bedingung aus, dass 
n in N(Z)^ oder der ideale Factor (ti^ co) in Z enthalten ist. 

4. Endlich ist die Congruenz x+yv + zw + uew^^O (mod. /i), worin 
e, w Wurzeln der Congruenzen c' ^ D, tr^^^z/ (moA. p) bezeichnen, die 
Bedingung, dass p in N{Z) oder der ideale Factor (/?, r, ir) in Z enthalten ist. 

Von den so deßnirten idealen Factoren kann nun zunächst nachgewiesen 
werden, dass sie in der Theorie der complexen Zahlen aus ^D und -^J die 
Rolle der Primfactoren übernehmen, indem man die beiden folgenden Funda- 
mentalsätze beweist. 

Wenn ein Product zweier complexen Zahlen einen jener Factoren ent- 
hält, so muss mindestens einer der beiden Factoren dieses Products durch 
denselben idealen Factor theilbar sein; und wenn die complexen Zahlen Z, 
Z' einen jener Factoren resp. genau n und n'mtX enthalten, so wird ihr ent- 
wickeltes Product denselben idealen Factor genau (fi-hi»')mal enthalten. 

Hieraus ergeben sich sodann alle die gewöhnlichen Folgerungen, z. B., 
dass eine complexe Zahl, deren Norm zu 2DJ prim ist, durch ihre idealen 
Primfactoren vollständig, bis auf eine complexe Einheit, welche als Factor 
hinzutreten kann^ bestimmt ist. Wenn man nun aus beliebigen idealen Prim- 
factoren Producte zusammensetzt, so werden diese im Allgemeinen selbst ideale 
Zahlen sein; zu jeder idealen Zahl Iflsst sich aber eine andere, ein Multipli- 
cator finden, so beschaffen, dass ihr Product eine wirkliche complexe Zahl aus 
/2> und |/^ ist. Dies giebt bekanntlich zu einer Classification aller idealen 
Zahlen Anlass, indem man alle Zahlen mit gleichen Multiplicatoren in eine 
Classe wirft. Es ist leicht zu zeigen, dass auch in unserer Theorie die An- 
zahl solcher Classen eine endliche ist, und ich habe diese Anzahl nach den 
DmcA/efschen Principien bestimmt. 

Ehe ich die erhaltenen Resultate hier mittheile, muss ich Aber ^e 
Einheilen unserer Theorie einige Bemerkungen einschalten: 

1. Die einfachen Einheiten reduciren sich hier im Allgemeinen auf 
die beiden Einheiten +1, wozu nur in besonderen Fallen noch die beiden an- 
deren + f/— 1 hinzukommen ; man kann nfimlich sagen : alle einfachen Einheiten 
sind in dem Ausdrucke ±(^—1)" enthalten, worin a die beiden Werthe 0, 1 
hat, sobald sich unter den Zahlen D, J die negative Einheit befindet, sonst 
aber gleich Null zu setzen ist. 

Jonrnal fllr Mathematik Bd. LXVU. Heft. 2. 26 
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2. Setzt man J = y'i!>+|/^^ so ist d Wurzel der irreductibeln Gleichung 

J*-2(D + ^)cy*+(/>-^)' = 

welche lauter reelle Wurzeln hat, wenn D und J positiv sind, aber zwei 
Paare conjugirt imaginärer, in den sonst möglichen Fällen. Die Anzahl der 
unabhängigen Einheiten in der Theorie der complexen ganzen Zahlen aus d 
wird also, je nach diesen beiden Fällen, gleich 3 oder gleich 1 sein. Nun 
geht aber jede ganze complexe Zahl aus ]//> und ^J^ wie leicht zu zeigen, 
durch Multiplication mit 2{D—J) in eine ganze complexe Zahl aus c^ Ober, 
und jede complexe Einheit aus ^D und -^J, wenn sie zu einer passenden 
positiven Potenz erhoben wird, in eine complexe Einheit aus ^. Daraus folgt, 
dass die Anzahl der unabhängigen Einheiten aus }/Z) und -^J der Anzahl der 
unabhängigen Einheiten aus ^ gleich sein muss, sie wird also ebenfalls, je 
nach den unterschiedenen Fällen, gleich 3 oder gleich 1 sein. 

3. Bezeichnet man mit 



p = T+ u^Dj, F = r+ u'iD, p" = r '+ f/'V^ 



die Fundamentaleinheiten für die complexen Zahlen aus "^DJ^ ]/D^ )fJ resp., 
mit £i, £3, £3, £4 aber beliebige vier conjugirte Einheiten unserer Theorie, 
und bemerkt, dass die Producte E^^E^^ Ei.E^^ E^.E^ resp. complexe Einheiten 

aus ]^D^ -^Jy y^DJ sind, so kann man 

E,.E^ = +P-, E^.E^ = + P'-', E,.E, = +P"-" 

setzen, worin m^ m!, m!' ganze Zahlen bedeuten, folglich ihr Product El gleich 
P?. P''"'. P""*". Daraus folgt, dass das Quadrat jeder complexen Einheit, durch 
ein Product aus ganzen Potenzen von P, F^ P* dargestellt werden kann. 

Sind nun D und J negativ, so ist P' = P" = 1; wenn also E die 
Fundamentaleinheit ffir diesen Fall bezeichnet, so muss log£J = 2~MogP sein 
während k eine der Zahlen 0, 1 bedeutet. Wenn ferner E\ JS" die Funda- 
mentaleinheiten bezeichnen, entsprechend den beiden Fällen I>>>0, J <iO 
und D<0, J>0, so ergiebt sich ebenso log£'=2-MogP', log£"=2-MogP''. 
Es ist in jedem Falle leicht anzugeben, welcher der beiden Werthe 0, 1 dem 
k zukommt; z. B. wird man fQr den ersten der unterschiedenen Fälle Ar = 2 
zu setzen haben, wenn eine der beiden Gleichungen x^—DJu^ =^—i oder 
{Dy^—Jsi'^y = l Lösungen gestattet; im entgegengesetzten Falle Ar=l. 

Sind endlich beide Grössen D^ J positiv, so spielen die drei Ein- 
heiten Py P\ P" die Rolle von unabhängigen Einheiten; bezeichnet man die 
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Fandamentaleinheiten mit E^ E\ E\ so ergiebt sich mit Hfilfe der obigen 
Bemerkung die Gleichnng 

-2'±log£i.log£;.log£3 = 2-^-S'±logPi.logjPi.logP;; 

worin X einen bestimmten der vier Werthe 0, 1, 2, 3 bedeutet. 

Was nnn die AmaM der nicht äquivalenten Ciaseen betrifft, so wird 

dieselbe ''gefunden, indem man den Grenzwerth der Summe <S> =Fp.JS' «,^^^. , 

auf alle verschiedenen complexen Zahlen bezogen, deren Normen positiv und 
zu 2DJ relativ prim sind, für (i = nach zwei verschiedenen Methoden be- 
stimmt. Ordnet man zuerst die sämmtlichen Z nach Classen, und nennt deren 
Anzahl H^ so findet man in dem Falle, wo D^ J negativ sind: 

limÄ - ± 2»-+*+5 2)5 7215 — n, 

Yfo y = 2 oder = 1 zu setzen ist, jenachdem eine der Grössen D, J gleich 
— 1 ist oder nicht. Die Function yj(2DJ) bedeutet die Anzahl derjenigen 
Systeme x^ y, z^ u unterhalb 2DJ^ für welche der Ausdruck x^—Dy^—Jz'^+DJu^ 
relative Primzahl gegen 2DJ wird. Wäre D >> 0, J <iO oder umgekehrt, 
so worden einfach logP' und logP" an die Stelle von logP treten. Wenn 
dagegen D, J beide positiv sind, so erhalt man 

HmS - , »(2g^-^±logfrlogf;>logP; „ 

oder, indem man die Determinante reducirt: 

i:^o _ ^ ip(2DJ)Ao^P.lo^FAogF' „ 
limÄ - + 2^^<D\J' • 

Wenn man aber zweitens dieselbe Summe so ordnet, dass man stets 
diejenigen Zahlen Z zusammennimmt, welche eine gleiche Norm haben, so 
erhält man für limS folgende andere Ausdrücke: 

För negative D und J: 

^s=^^^^nnoePMD).hi4).hiDJ)M{i-(§)^).n(i-(f)-^y 

Hierin bedeuten A(D), h{J)^ h{DJ) die Anzahl der nicht äquivalenten Classen 
für die complexen Zahlen aus ^D, ^J, ^DJ resp. , und das Product in Bezug 
auf k erstreckt sich über alle nicht in D enthaltenen ungeraden Primfactoren 
des J, das Product in Bezug auf q über alle nicht in J enthaltenen ungeraden 
Primfactoren des D. In den Fällen i)>0, ^/<0 und Z)<0, J>0 treten 
wieder nur logJP'^ logP" resp. an die Stelle von log P. Sind dagegen D und 
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J positir. so ladet bjb 

iiinS = |r^ logP loeP Io?P^ ^ ^^ ^ ^-^-^*-xT)T)^0-(f)7)' 

Um aos diesen Dofp<iweftiLe& tob liaiS te ScUnsoesiiltaU den Ans- 
drack für H. zu entwickeia. bhis^ nan lock den fTo^i der FmmeHom f(2DJ) 
bestinmen. &r^iiriakeii wir ^sms aaf iem Fall, in welchem D und ^ aus 
lauter Terschiedenen ouen^en Prlsfjcs^yren bestehen und keinen derselben 
^emetni^rhafiich iLaäen. f«? fia*iet naa: 

Daraoi schliefst man dann <n£:ci C^i^ende beide Gleichongen: 
Wenn D julc J beide p»3«iäT and: 

H = ?-* Ä I) * J k DJ . 

sonst: 

ir = •>-.• D k J k DJ . 

Z. B. eraiebt sich «s der iwei:efi dieser beiden Formeln, indem man J=— 1 setit, 

a ^t^k D k-D. 

worin man i - 3 oder = 1 in sdan kit. j e na c h dem die Gleichnng x^— I>y^= —1 
LC^un^n 2e:^£a:tet ^nier uk^ — dieseibe älckhnng. welche in diesem Jonmal 
Band :i4. pa^ ^^0 [hhciHrt benrits 2«f«lH» hat. 
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lieber die Functionen T und Z^ welche der Gleichung 

^^7 "" Y'+pZ' Genüge leisten, wo p eine 
Primzahl der Form 4A;±1 ist. 

(Von Herrn von Siaudt in Erlangen.) 



JLfie Untersuchungen, welche Legendre bereits im Jahre 1830 Aber 
obige Gleichung angestellt hat, sind dem Verfasser dieser Abhandlung erst 
vor Kurzem bekannt geworden, haben ihn jedoch von deren Veröffentlichung 
nicht abhalten können, da in derselben immer noch einiges Neue enthalten 
ist. Dahin gehören namentlich der Nachweis des Zusammenhangs, welchen 
die Coefficienten der Functionen Yy Z mit den durch f^, (p^, y/^ bezeichneten 
Zahlen haben, dann die Aufstellung allgemeiner Formeln ffir jene Coefficienten 
und endlich der aus diesen Formeln abgeleitete einfache Beweis des Satzes, 
welcher in der Theorie der quadratischen Reste als Fundamentalsatz be- 
trachtet wird. 

1. Wenn a eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so soll unter 

f— ), wie gewöhnlich, die positive oder negative Einheit verstanden werden, 

je nachdem a quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest der Primzahl p 
ist. Ist nun auch b eine durch p nicht theilbare Zahl, so ist bekanntlich 

2. Zwischen und p liegen q = i(p—i) quadratische Reste 

«1, «2, «39 • • • ^q 

und eben so viele quadratische Nichtreste 

ßl, ß2, /?31 ... ßg 

der Zahl p. Ist nun h eine durch p nicht theilbare Zahl und zwar quadra- 
tischer Rest, so kann man flberall, wo jede von zwei congruenlen Zahlen 
die Stelle der andern vertreten kann, statt des Systems h{a) von Zahlen, 
welches nämlich aus den Producten Aai, ^, Aa,, ... ha^ besteht, das System 
(a) und eben so statt des Systems h{ß) das System (ß) setzen, wfthrend, 
wenn h quadratischer Nichtrest ist, (ß) fOr h{a) und (a) fflr h(ß) gesetzt 
werden kann. So wie hier, so hat man auch in der Folge, wenn nicht ans- 
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drficklich ein anderer Modulus genannt wird, die Primzahl p als Modolus zu 
betrachten. 

3. Wenn jo >> 3 ist und also wenigstens ein quadratischer Rest h 
zwischen 1 und p liegt, so ist sowohl die Summe der Zahlen (a) als auch 
die Summe der Zahlen QS) der Null congruent. Wird nämlich irgend eine 
dieser Summen durch s bezeichnet, so ist hs ^ s^ woraus der Satz folgt. 

4. Bezeichnet man das Product aus den Zahlen (a) durch P^, das 
Product aus den Zahlen {(3) aber durch P^^ so ist 

P 

Zu jedem zwischen 1 und /?— 1 liegenden Factor x sowohl des einen als 
auch des anderen Products giebt es einen zwischen denselben Grenzen lie- 
genden Factor y desselben Products, so dass xy^i ist. Setzt man für je 
zwei solche Facloren die Einheit, so folgt, dass entweder P^^l^— P. 
oder Po EEE 1 == —P^ ist, je nachdem nämlich die Zahl /?— 1 unter den Zahlen 
(a) oder unter den Zahlen (ß) sich befindet. Aus dem Satze geht noch heryor, 
dass (/!— 1)1^— 1 ist. 

5. Ist h irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so ist 

Das Product A'-P« aus den Zahlen h{a) ist nämlich dem Producte P« oder 
dem Producte Pß congruent, je nachdem h quadratischer Rest oder quadra- 
tischer Nichtresl ist. Im erstem dieser Fälle ist also A'^1, im letztern aber, 
da Ps = -Pa ist, A»~~l. 

Namentlich ist (— — )=^(— 1)* und mithin —1 quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest der Zahl p, je nachdem q eine pare oder eine un- 
pare Zahl ist, oder je nachdem p die Form 4Ar+l oder 4Ar— 1 hat. 

6. Versteht man unter q^ den Ausdruck gCq~l)(q~2)>.-Cg-m+l) 

' 1.2.3...fn ' 

so giebt es qm-g,, Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems (a) und 
n Zahlen des Systems (/?) besteht. Bezeichnet man ferner die Anzahl der- 
jenigen dieser Summen, welche der Zahl a congruent sind, durch (m,m,a)^ 
so ist 

(m,fi, 0) + (m,fi,l)+(«», ii,2) + etc.. .•+(!», ii,f—l) = q^.q^. 

Es wird hier vorausgesetzt, dass keine der beiden Zahlen m^ n negativ und 
hOcIistens eine derselben Null sei , in welchem Falle 1 fflr q^i zq setsen ist 
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Von den q^ Samineii^ deren jede aus m Zahlen des Systems (a) besteht^ sind 
(m^O, a), von den q„ Summen aber^ deren jede aus n Zahlen des Systems 
(ß) besteht, (0, i»^a) der Zahl a congruent. Ist irgend eine der Zahlen m, 
n grösser als q^ so ist, was auch a ffir eine Zahl sein mag, (m, ü^ a) = und 
eben so q^.q^ = 0. 

7. Schreibt man stall (iw, «^a), im Falle a^O ist, nur f{m^n). so 
hat man die Gleichung: 

/(m, n) == fiuy m). 

Nach der eingeführten Bezeichnung giebt es nämlich f{m, n) der Null con^ 
gruente Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems (a) und n Zahlen 
des Systems {ß) besteht. Multiplicirt man nun alle diese Summen mit einem 
und demselben quadratischen Nicbtreste h und setzt dann statt der Summaoden 
Aai, ^«2 9 ^^3 9 • • • die ihnen congruenten Zahlen des Systems {ß) und statt 
der Summanden hß^^ hß^^ hß^^ ... die ihnen congruenten Zahlen des Systems 
(aj, so hat man f{m,n) der Null congruente Summen, deren jede aus n 
Zahlen des Systems (a) und m Zahlen des Systems (ß) besteht, woraus der 
Satz folgt. 

8. Wenn a, b zwei durch p nicht theilbare Zahlen sind, so ist ent- 
weder {my n, a] = {tHy Hy b) oder (m^ n^ a) = (n^ m^ 6) , je nachdem nfimlich 

(7-)=(7)'"'"(f)=-(7)''^ 

Es sei b^ha. Da es nun (m, n, a) der Zahl a congruente Summen 
giebt, deren jede aus m Zahlen des Systems (a) und n Zahlen des Systems 
(ß) besteht, so giebt es auch (m^ n, a) der Zahl b congruente Summen, deren 
jede aus m Zahlen des Systems h{a) und n Zahlen des Systems h{ß) besteht. 
Setzt man für jeden Summanden seinen kleinsten positiven Rest, so erhalt man 
{m,nyä) der Zahl b congruente Summen, deren jede, wenn A quadratischer 
Rest ist, aus m Zahlen des Systems (a) und fi Zahlen des Systems (/9), im 
entgegengesetzten Falle aber aus n Zahlen des Systems {<x) und m Zahlen des 
Systems (ß) besteht, woraus der Satz folgt 

9. Schreibt man ^(nt^n) statt {m,j;^l)^ sq ist nach dem Vorigen, 
wenn a eine durch p nicht theilbare Zalil bezeiobnet. (m^ü^ a) = q>ifn, n) oder 
sfs q> (% fit), je nachdem a quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest der 
Zidü p isL Die in <6. aufgestellte Gleichung aber geht nun in folgende aber : 

Für p = 7 wird /(l, 2) = 0, y (1, 2} «= 1, y (2, 1) =;= 2. 

27* 
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m 

10. Seist aan in Vorigen » = ■, so ergiebt ädi die Gleidraog: 

f{my m) -f 2 qtf{m, m) = q,. q^. 
Naaeotlich ist also 

11. Ist X eise ZaU des Systens (a), so ist />— x eine Zahl des 
Systems a) oder des Systems 'ß''^^ je nadidem q eine pare oder eine unpare 
ZaU ist. Im erstem dieser FiUe ist f{2^0) = \q, f{i,i) = 0, folglich 
yCl.l =4f = i;^-*' "* ■«*» l-4A'l,l)-i-4y(l,l)=/», während im let«- 
lem FaUe / 2, 0; = 0. ^U V = q, fol^eb ^(1, 1) = i(^-l) = i(/»-3) ond 
mithin l-4^;i. i:-i-4y J, T = -p ist 

12. Schreibt man /L slaU /^.>, 0). qp. statt g'CaiyO) und y/^ statt 
y;0. m\ so folgt aK 9.. wenn man daselbst s = setzt 

Unter den q^ Snmmen. deren jede ans ■ Zahlen des Systems (a) besteht, 
sind /l der Nnll, 7. der Einheit ond if^ = {0^m,i) — (m,0,,k) einem ond 
demselben «padratischen Nichtreste h congment. Istp = 13, so ist /i = 3, 

13. Setat man 

2/1-9'--«'- = Mrc, 

-y--f«'- = (-1 )-!>-, 
so wird 

e.+D. = 2(-ir(/'.-y.), 

woran» man schliessen kann, dass C., D. entweder zwei pare oder zwei nn- 
par« Zahlen sind. Verbindet man die obigen Gleichongen mit der in der 
vorigen Nummer enthaltenen^ so findet man 

2i»V. = 2g--(-irC.-j»(-irD., 
^Pfm = 2f.-C-l)-C.+p(-l)-D.. 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass (— 1)"C.^29. ist. 

U. Da /;--30, y, = 1, V» = 0, so ist C,=l>x = l. Istp = 3and 
also ^ - I, »0 l»t auch /; = Ö» Vt= *» V', = ™<* C, = />,= 1. Wenn aber 
■1^-3 und also die Summe der Zahlra (a) der Null congruent ist, so ist 
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15. Wenn m zwischen und q liegt und n^q—m ist, so isl /» = /» 
und flberdies 

entweder y. = y. und rp^ = y;, 

oder (p^ = v^, und yj^ = y., 
je nachdem nämlich q eine pare oder unpare Zahl ist. Wenn nämlich eine Summe, 
welche aus m Zahlen des Systems (a) besteht, der Zahl a congruent ist, so 
ist die Summe der n flbrigen Zahlen desselben Systems ^— a^ woraus man 
schliessen kann, dass («i, 0, a) = {n, 0, — a) und eben so (0, m, a) = (0, n, —a) 
ist. Setzt man a = 0, so folgt, dass /»="/» ist. Setzt man a=l, so erhält 
man die Gleichungen: 

(fm = (», 0, -1), xp^ = (0, n, -1). 

Nun ist nach 9., wenn —1 quadratischer Rest der Zahl/? ist, («,0,--l) = (ii,0,l) 
= y, und (0,«,— 1) = (0,«,1) = V^,, im entgegengesetzten Falle aber (it^O,— 1) 
= (0, «, 1) = ^. und (0, n, — 1) = {n, 0, 1) = y., woraus der Satz sich ergiebt. 
Aus dem obigen Salze und aus 13. folgt noch, dass (--1)"C^=(— i)*C» 
und (— 1)"*D^ = (—1 )•+«./). ist. Multiplicirt man auf beiden Seiten mit (— 1)"*, 
so ergeben sich die Gleichungen: 

16. Bezeichnet cu eine imaginäre Wurzel der Gleichung x''— 1 = 0, 
so ist 

l+a;+eo^+eo^+etc....+eo'''-' = 0. 

Sind ferner m, n irgend zwei Zahlen, so ist, wenn m^n ist, o)"" = co". Ist 
aber m—n durch p nicht theilbar, so sind of, co" zwei verschiedene Wurzeln 
der Gleichung x^—\ = und daher die Glieder der obigen Summe die p 
Wurzeln derselben. Setzt man also 

so ist 

""'"ü = UV. 

X — 1 

17. Bezeichnet man die Summe der Potenzen q)"', to"*, . . . (o^t durch 
^1, die Summe der Producte aus je zweien derselben durch ^2, die Summe 
der Producte aus je dreien durch A^ u. s. w. und eben so die Summe der 
Potenzen ci>^% a>^% . . . (0^9 durch JS^, die Summe der Producte aus je zweien 
derselben durch B2 , die Summe der Producte aus je dreien durch B^ u. s. w. , 
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SO ist 

18. Wenn man die Summe A^ mit der Samme J9. multiplicirt , so 
erhält man eine Summe von qm-^n Potenzen und zwar jede Potenz von w^ deren 
Exponent von m Zahlen des Systems (a) und n Zahlen des Systems (/9) die 
Summe ist. Fasst man nun solche Potenzen, welche, weil ihre Exponenten 
congruent, einander gleich sind, zusammen, so folgt: 

A^.B^ ^ /"(»», ii)4-(»», n, l)co+(i», 11, 2)eo^+etc.... + (m, ii,p— l)co^*. 

Da aber, wenn a eine Zahl des Systems (a) und ß eine Zahl des Systems 
(/?) bezeichnet, {m,n^a) = (p{m,n) und (m, «, /3) = y («, m) ist, so geht die 
obige Gleichung in nachstehende Aber: 

A^B^ = f{m,n) + (p{myn)A^'\'(p{n,m)B^. 

19. Nach 16. ist .4|+ß| = — 1. Setzt man also — -4|+ß, = p, so 
wird 2^1 = — 1—p, 2jB, = — 1+e und mithin e^ = l— 44iÄi. Nun ist nach 
dem vorigen Satze, wenn daselbst fii=n = 1 gesetzt wird, -4iÄ4=/(l,l)— y)(l,l), 
woraus hervorgeht, dass p^= 1— 4/^(1, l)4-4y(l, 1) = ±p ist, wo das obere 
oder untere Zeichen gilt, je nachdem (11.) die Primzahl p die Form 4Ar+l 
oder 4*— 1 hat. 

20. Setzt man in der vorletzten Nummer it = und also 1 statt £., 
so erhfilt man die Gleichung: 

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit 2 und setzt alsdann -1— (i statt 2Ai 
und — 1+P statt 2B,, so folgt 

2A^ = 2/:,~y^~V^^+(V/«~<jpJe. 
Wenn man endlich auch noch mit (—1)* multiplicirt, so erhftlt man 

2(-i)M« = c.+ö.e. 

Eben so findet man, wenn man in 18. zuerst m mit n vertauscht nnd dann 
11 = setzt: 

2eirß. = C.^D.p. 

21. Setzt man 

2x»+Cia:«-* + C2a?^'+etc.... + C; = 1", 
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SO wird nach 17. und 20. 

2U = Y+qZ, 

2V = Y^(fZ, 
mitbin 

WO das obere oder unlere Zeicben gilt, je nacbdem p die Form 4k+l oder 
4Ar— 1 hat. Setzt man f = 3, so folgt 

Ist aber p^S^ so ist nach 14. und 15. 

C, = 2(-1)S D, = 
nnd, wenn m zwischen und q liegt, 

22. Da es sehr mähsam ist, fQr grosse Werthe von m und p die 
Werthe von f^, (p^ und rp^ zu finden, um dann aus ihnen die Werthe von 
C» und D« zu berechnen, so ist ein Verfahren wünschenswerth, durch welches 
die letztern unmittelbar gefunden werden. Auf ein solches Verfahren fahrt 
aber nachstehender Satz:' 

Bezeichnet man die Summe der q Unbestimmten a;^, 0129 0)3, ... (o^ 
durch ^1, die Summe der Producte aus je zweien derselben durch ^, die 
Snmme der Producte ans je dreien durch A^ u. s. iv. und die Summe der 
Potenzen cüJ, coJ, cüJ, ... wj durch S^, so ist 

a+26 + 3c+etc. = 1», 

worans zugleich hervorgeht, dass A^ durch die Summen S>i^ 1S2, 5s, ... £>» 
bestimmt ist. 

23. Setzt man im Vorigen statt der Unbestimmten oii, a;^? • •• ^q di® 
Potenzen co*«, £«>•% . . . co^g der Imaginären co, so wird Sh, im Falle A durch 
p theilbar ist, =g, im entgegengesetzten Falle aber =^|=^(— 1— p) oder 

= JBi = ^(— 1+p), je nachdem ( — j =1 oder =—1 ist. Da nun A^ für 

alle Werthe von m, welche >q sind, Null wird, also für solche Werthe 
nicht erst zu berechnen ist, so kann man annehmen, dass m<Cp sei. In 
diesem Falle ist aber, wenn Sf^ in A^ vorkommt, auch k<Zp und mithin 
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— 5^ = ^(1+ ()Xä), wo der Einfachheit wegen k,, für ( — ) geschrieben ist. 

Die in der vorigen Nummer aufgestellte Gleichung geht hiernach, wenn anf 
beiden Seiten noch mit 2(— l)** mulliplicirt wird, in nachstehende Ober: 

C+D ü^ 2^Ci+g^.)-., (l+gX.)\(i+gX3)- ,„ 

^"•^^-^ ^ a!2" 614* cl6' 

a+26 + 3c+etc. = m. 

Der Ausdruck rechter Hand kann, wenn man ihn zuerst nach Potenzen von 
Q entwickelt und alsdann, weil p^ = (— l)«jj ist, (—ly^.p* statt q^" und 
(— l)"«.p*(> statt e^*+* setzt, in die Form P+Qq gebracht werden, wo P, Q 
von Q frei sind. Weil aber q entweder irrational oder imaginär ist, so hat 
man die beiden Gleichungen: 

C^^P, D^^Q. 

24. Setzt man im Vorigen m = 1 und dann auch m = 2 , so erhfilt 

man die Gleichungen 

C, + D,Q = 1+p, 

Aus der erstem folgt, dass Ci = 2)^ = 1 ist; aus der letztern folgt: 

Ist nun /i = 4A + l, so ist e' = l±4A?, Ci = l+A. Da endlich C^, Dj nach 13. 
entweder zwei unpare oder zwei pare Zahlen sind, so ist ils = 1 und D^ = 1 
oder X2 =3 — 1 und D, = , je nachdem k eine pare oder unpare Zahl ist. 
Die Zahl 2 ist also quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest der Prim« 
zahl p, je nachdem diese die Form 811 + 1 oder die Form 8^+3 hat. 

25. Ist m='2n+i eine unpare Primzahl, so kann, wie man sich 

leicht flberzeugt, C^ in die Form — fö^^rrH ^^9 ^m aber in die Form 

to«>-^i — f---^+Ä gebracht werden, wo G, H Brfiche sind, deren Nenner 
den Factor m nicht enthalten. Da nun C^, D^ ganze Zahlen sind, so muss 
sowohl l+(m-l)I2*-', als auch (-l)*^f*+(m-l)I2"^*.;i^, mithin auch, 

wenn man die erstere Summe mit \—) == ^m multiplicirt und sie alsdann von 

der letztem abzieht, (— l)"*.p*— (— ) durch m theilbar sein. Da endlich, wie 
aus 5. hervorgeht, wenn man daselbst m statt p und p statt h setzt, auch 
p*— (— ) durch m theilbar ist, so ist auch (— 1)*'-(— )- (— ) durch m theilbar. 
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woraus man schliessen kann, dass (—) = (— !)*'.(— ), mithin, wenn man auf 
beiden Seilen noch mit (-£-) mulliplicirt, (ÜL)(JL) = («!)•« igt. 

26. Setst man in der in 23. anfgestellten Gleichung m = 3, so folgt, 
wenn p > 3 ist, 

woraus sich die beiden Gleichungen ergeben: 

n ^ 3+p l+At , ^, _ 9 + 6X, + 8X,+p 
^'"'24'^ 4 "♦'S" 24 ' 

WO die oberen oder unleren Zeichen gelten, je nachdem p die Form 4k+i 
oder die Form 4*-l hat. Ist also f =8ii±l, so ist fi = ^"^^^g~^^ =:1±3it. 

Ist aber p = Sn + 3, so ist C^ = g = ^ + *•• 

27. Wird m als gegeben betrachtet, so sind C^y D» ganze Functionen 
von p und aswar ist, wenn m eine pare Zahl ist, die erstere vom Grade \m, 
die letztere aber vom Grade im— 1, während, wenn m eine unpare Zahl ist, 
beide vom Grade ^{m—i) sind. Weil aber die Coefficienten von C« selbst 

wieder von den Einheiten (^— •), ( — )^ ( — )^ . . . (— — ) abhängen, so ist 

C. nur fOr alle diejenigen Werthe von p eine und dieselbe Function von p, 
welche, wenn man das Froduct aus allen Primzahlen, die kleiner als m sind, 
durch P^ bezeichnet, nach dem Modulus 4P« congruent sind. Eben so ist, 
wenn man das Froduct aus allen Primzahlen, deren keine grösser als m ist, 
durch Q^ bezeichnet, D« für alle Werlhe von p, welche nach dem Modulus 
4Q^ congruent sind, eine und dieselbe Function von p. Wenn nämlich die 
Differenz zweier Primzahlen p^, p2 sowohl durch 8 als auch durch jeden 
Primfactor der Zahl h theilbar ist, so ist, wie man sich Jeicht überzeugt, 

( — j = ( — J' Dass (— — ) = ("~") 'S*? S^^^ schon daraus hervor, weil pi— /?2 
durch 4 theilbar ist, mithin die Zahlen /?i, p2 entweder beide die Form Ak+l 
oder beide die Form 4Ar— 1 haben. 

Ist fii = 3, so ist 4^« = 24, daher man bei der Bestimmung von D^ zu 
unterscheiden hat, welcher von 8 zwischen —12 und +12 liegenden Zahlen 
±1) ±5, +7, +11 die Primzahl p nach dem Modulus 24 congruent ist. Ist 
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p = 241,-7, so ist (^)=1, (}) = 1, (|-) = -l, folglich D3- ^±5^ 

28. Wenn die Summe zweier Primzahlen fi, fj sowohl durch 8 als 
auch durch jeden Primfactor der positiven Zahl h theilbar ist, so ist ^ — J = 

(—\ während (^^) = — (^^^) ist. 

Hat nämlich pi die Form 8i}±l, so hat p, die Form 8114:1. Hat aber 
Pi die Form 81t + 3, so hat p2 die Form 8» + 3, daher in jedem Falle 

(—)=(—) ist. Ist h eine unpare Primzahl, so ist (^) = (x) ^^^^ (^) 
= — (^), je nachdem h die Form 4A+1 oder 4A? — 1 hat. Da nun im er- 
stem Falle auch (x/v")"^ \^)( y' '™ lelzlern Falle aber, weil die eine 
von den Zahlen pi, p2 die Form ik+1 und die andere die Form 4ifc— 1 hat, 

(f )(f-) = -(^)(^) "^ " •* '" i»"'" """' (f)=(i)- "■ "«^ 

nach der Satz gilt, wenn h eine Primzahl ist, durch welche pi+p2 getheilt 
werden kann, so gilt er auch nach 1 . , wenn h ein Product aus solchen Prim- 
zahlen ist. 

29. Bei der Bestimmung von C^, hat mau zu unterscheiden, welcher 
von den zwischen —2?^ und +2P^ liegenden Zahlen, deren keine mit P. 
einen gemeinschaftlichen Theiler hat, die Primzahl p nach dem Modulus 4P. 
congruent ist. Wenn nun r eine jeuer Zahlen ist und fQr p=^4siP^+r 

On. = F{p) = F(r+4idPJ = *(!•) 

ist, so ist für p = 4iiP. — r 

C. = P(-p) = P(r-4fiPJ = *(-!•). 

Nach dem vorigen Satze hat nämlich, was auch h f&r eine zwischen 

und m liegende Zahl sein mag, ( — j in beiden Fällen einen und denselben 

Werth. Bemerkt man nun noch^ dass in dem einen von den beiden Fällen 
p die Form 4Ar+l hat und also (f^=p ist, während im andern p die Form 
Ak—1 hat und also q^ = —p ist, so folgt der Satz. Eben so lässt sich nach- 
stehender Satz beweisen: 

Wenn r eine zwischen —20. und +2Q^ liegende Zahl ist, welche 
mit (). keinen gemeinschaftlichen Theiler hat und für p^4mQ^+r 
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ist, so ist für p = 4ii(>^— r 

D. = F(-/i) = *(-«). 
Dass r zwischen den angegebenen Grenzen liege, ist für die obigen Sfitze 
keine notbwendige Bedingung, sondern wnrde nur deshalb angenommen, weil 
die Betrachtung dieser Ffille schon hinreichend ist. 

30. Da ^3 = ^4 = P^ == Pg = 6 ist, so hat man bei den Bestimmungen 
von Dj, 1)4, C4, Cs nur zu unterscheiden, welche von den 8 Formen 24i»+l, 
24it±5, 24i» + 7, 24i»+ll die Primzahl p hat. Die Fälle, in welchen die 
obern Zeichen gelten, und also p die Form Ak+\ hat, finden sich in nach- 
stehender Tafel. Setzt man in dieser statt 24i»+r^ es mag r positiv oder 
negativ sein, 24ii— r und zugleich in den unter />5, D«, d, C5 stehenden 
Functionen —n statt n^ so erhält man die den vier übrigen Fällen ent- 
sprechende Tafel. 



p 


D, 


D, 


c. 


c. 


24«+ 1 


«+1 


2»4-l 


Sn'+llfi+l 


y«*+v«+i 


24» +5 


II 


— « 


3i»'-2« 


- w+ i«+i 


24f»-7 


n 


2» 


3«'+» 


«,»«*-*» 


24i»-ll 


n 


- «+1 


3„«+2«-l 


- |«'+yi,-2 



31. Da Qi=Qs = P6 = Pj = S0 ist, zwischen -60 und +60 aber 
32 Zähleo liegen, deren keine mit 30 einen gemeinschafUichen Tbeiler hat, 
so hat man bei den Bestimmongen von D5, 2>e, Ce, C, 32 Fälle zo nnter- 
scheiden. Nachstehende Tafel beschränkt sich auf die Functionen Dg, D«, 
Ce und enthält nur vier Fälle. Wie sich aber die Tafel fflr die erwähnten 
Functionen leicht verrollständigen lasse, ist weiter unten angegeben. 



D. 



D» 



C, 



12011+1 



I2O11-7 



I2O11-II 



120i>+29 



15 , , 29 , . 
ib j , 7 



« +-H-« 



15 
2 



45 , , 37 



» + 1 



-15ii'+4« 
-15«»-n+l 



75«'+ 



5.127 j , .„. , . 



JI37 
2 



75«'+ 



5.41 , , 



'« 



2 " ' 2 

75«'+5.29«»-9» 

75«' + 5.4«'+ll«+3 
28* 



816 



von SlaudI, Mur Kreülhäbing, 



Ist oon för p = I20»+r 

so ist (29.) für p = 120ii-r 

fl, = *(-i>), B. = *,(-n), Ci=*,(-«). 
Wenn ferner -'^ = « eine ganze Zahl ist and (^)— (-^) = 2J geseilt 
wird, so ist für p ~ 120»+ri 
*.= *("+i)+^' A = *.(»+f)+4, Cl,=*.(,+-l.)±*(24«+9-), 

wo das obere oder untere Zeichen za nehmen ist, Je nachdem r, oder — ri 
die Form 4Ar+l hat. Man öberzengt sich von der Richtigkeit dieser Glei- 
chungen, wenn man Ds, De, Cg zuerst als Functionen von p darstellt und 
dann bemerkt, dass (-— ), ( — ), ( — ) dieselben Werthe haben, es mag 
p = 120n4-r oder = 120«+ri gesetzt werden. 

Sucht man die Functionen />,, i^e, Ce fOr p = 120s+31, so bat man 
r, — 31, fflr r aber diejenige von den Zahlen +1, T7, +11, ±29, welche 
nach dem Hodnius 24 der Zahl 31 congruent ist, nfimlich die Zahl 7 in 
setzen. Da alsdann e = l und d=i wird und da für ^=120»+ 7 

5.41 ., 3 
i' 



ist, so ist ttr p=t»0ii+3l 



45 



-1», Cl = -75i.' + - 



15 



-1», 




^.= ^(-+i)'-4-(-+4-)+i= ^•'+^•+1 

C.=-76(.+ l-)'+l^(«+i-y-|-(.+ ±)-(24.+ ^) 

Nach 13. kann man, wenn C_, /). bekannt sind, aach ^., yt. 
^. fiodw. 

Ist ;j = 8(i±l, 80 irt y,=B— 1, V'i="- 
Ist ;) = 8«+4±l, M iflt 9), = y, = tt. 

Wenn «, •+! iwei auf einander folf^ende Glieder der Reihe 
1, 2, 3» . . . ip-i) 
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sind und (— ) = ( ^ j ist, so soll gesagt werden, dass die Zahlen «^ «+1 

eine Folge I. oder II. Art bilden, je nachdem beide quadratische Reste oder 

quadratische Nichtreste der Zahl p sind. Ist aber ^— ) = — (^"^ j, so soll 

z, » + i ein Wechsel I. oder U. Art heissen, je nachdem die kleinere oder 
die grössere von den beiden Zahlen quadratischer Rest ist. Wenn man nun 
die Anzahl aller Folgen I. Art durch (jR^jR), die Anzahl aller Wechsel I. 
Art durch (A^iV), die Anzahl aller Wechsel IL Art durch {N,R) und die 
Anzahl aller Folgen II. Art durch (N^N) bezeichnet und p = 4k±i setzt, so 
ist (Ä, R) = *-l, (Ä, N) = *, hingegen (iV, R) = {N, N)^k oder = Ä-1, je 
nachdem p = 44+1 oder =4A?— 1 ist. 

Da nämlich die obige Reihe mit einem quadratischen Reste anfingt, so 
ist (Ä, B) + (N, Ä) = i (f - 3) , während (B, N) + (N, iV) = i (/i -1 ) ist. Da 
ferner nach 11. die Gleichung x+y=^p+l^ in welcher x eine Zahl des Systems 
(a), y aber eine Zahl des Systems (ß) sein soll, i(p—i) oder ^(p— 3) Auf- 
lösungen zulasst, je nachdem p = 4k+\ oder =4Ar— 1 ist, und da im erstem 
Falle p—y y x ein Wechsel II. Art und p—x, y ein Wechsel I. Art, im 
letzte^*n Falle aber p—y,x eine Folge I. Art und p—x, y eine Folge II. Art 
ist,, so ist im erstem Falle (iV,/i) = (Ä,iV) = i(p-l), folglich (B, B) = 
i(p-3)- i(p-l) = i(p-5) und (iV, N) = i{p^i)^i(p^i) = iip^i), im 
letztem aber (B, B) = (iV, N) = i(p- 3), folglich (iV, B) = * (p-'3)-i(p-3) 
= i(f-3) und (B,iV)=:i(f-l)~i(f-3) = ^(|i+l), woraus der Satz sich 
ergiebt *). 



*) Leider habe ich die traurige Pflicht, den Lesern dieses Journals gleichzeitig 
mit dieser Abhandlung die Nachricht von dem Tode ihres hochverdienten Verfassers^ 
dem dies Journal manchen werthvollen Beitrag verdankt; mittheilen zu müssen. 

Qeorg Karl Chrisiian von Staudi, 1798 zu Rothenburg an der Tauber geboren, 
einer der hervorragendsten Mathematiker aus der Gaiiff'schen Schule, seit 18o5 Prof. 
ord. an der Universität zu Erlangen, starb am 1. Juni d. J., während er mit der 
Durchsicht der Correcturbogen der vorstehenden Abhandlung beschäftigt war. Seit- 
dem er dieselbe vollendet und mir für das mathematische Journal zugesandt hatte, 
beschäftiete er sich mit geometrischen üntersuchuneen und verfasste in den letzten 
drei Wocoen seines Lebens eine Abhandlung »von den reellen und imaginären Halb- 
messern der Curven und Flächen zweiter Ordnung', welche demnächst als besondere 
Schrift bei Kwm in Nürnberg erscheinen soll. So binterlässt der berühmte Verfasser 
der ,, Geometrie der Lage' in seinen beiden letzten Arbeiten Untersuchungen aus den 
beiden Gebieten, denen er sich während seines Lebens immer mit besonderer Vor- 
liebe gewidmet hatte, der Geometrie und der Theorie der Zahlen. B. 
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lieber einige allgemeine Eigenschaften der 

Minimumsfilftchen. 

(Von Herrn E. B. Ckrxstoffel in Zürich.) 



JLfie sogenannten Minimumsfläcben besitzen eine roerkwflrdige Eigen- 
schaft, welche ich bei Gelegenheit meiner Abhandlung Ober die Bestimmung 
krummer Oberflächen durch locale Messungen auf denselben (dieses Journal 
Band 64) Herrn Weierstrass mitgetheilt habe. Dieselbe besteht in Folgendem. 

1. Seien S und S zwei Minimumsfläcben, d. h. solche, fQr welche 
die Summe der beiden Hauptkrflmmungen in jedem Punkte = ist. Nachdem 
jede von diesen Flächen in eine beliebige Lage gebracht worden ist, wähle 
man auf ihnen Flächenstflcke T, T so aus, dass 1) auf keinem von beiden 
dieselbe Normalenrichtung zweimal, dagegen 2) jede auf dem einen stattfin- 
Normalenrichtung auch auf dem andern vorkommt. 

Betrachtet man unter diesen Voraussetzungen einen Punkt w! von T 
als Bild desjenigen Punktes m von T^ ffir welchen die gleiche Normalenrichtung 
stattfindet, so wird T ein in den kleinsten Theilen ähnliches Bild von T. 

Bei diesem Satze ist der Fall nicht ausgeschlossen, dass die Flächen 
Sy S' sich nur durch ihre Lage im Räume von einander unterscheiden. Durch 
blosse Drehung einer Minimumsfläche kann man also beliebig viele Abbildungen 
derselben auf sich seihst erhalten. 

2. Der obige Satz bleibt bestehen, wenn eine der Flächen S, S' durch 
eine Kugel ersetzt wird. 

Aus diesem zweiten Satze folgt der erste durch Wiederholung. Da 
ausserdem alle Abbildungen einer Kugelfläche auf einer Ebene bekannt sind, 
so sind es auch alle Abbildungen einer Minimumsfläche, wie zuerst von Herrn 
Weingarten gefunden worden ist*). 

Ich habe mich veranlasst gesehen, diesen Gegenstand weiter zu ver- 
folgen, und namentlich zu untersuchen, welche Flächen T überhaupt die Eigen- 
schaft haben, dass sich ihnen eine zweite T zuordnen lässt, weiche, ohne zu 
T homothetisch zu sein, ein in den kleinsten Theilen ähnliches Bild von T 
liefert, wenn sie nach obigem Princip auf 7 bezogen wird. Von dieser Unter- 

*) Vergl. die reichhaltige Abhandlung: Ueber die Oberflächen, fllr welche einer 
der beiden HauptkrUmninngdhalbme»ser eine Function des andern ist. Dieses Journal 
Band 62, pag. 164, I6ö. 
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suchuDg sind selbstverstäDdlich alle diejenigen Flächen T ausgeschlossen, auf 
denen jede Oberhaupt vorhandene Normalenrichtung eine Linie bestimmt, also 
die auf eine Ebene abwickelbaren Flächen. 

Es hat sich herausgestellt, dass die verlangte Eigenschaft eine Flächen- 
familie begründet, welche sich auch als das System derjenigen Flächen de* 
finiren lässt, die ein ebenes Bild gestatten, in welchem ihre Krfimmungslinien 
durch zwei Schaaren zu einander senkrechter Geraden dargestellt werden. 
Es besitzt hiernach jede Fläche, an welcher die zuerst erwähnte Eigenschaft 
nachgewiesen ist, apch die zweite, und umgekehrt. 

Diese Flächenfamilie ist sehr umfassend; mittelst der Formel B. des 
art. V., welche das Kriterium derselben enthält,^ findet man leicht, dass zu 
ihr nicht bloss die Hinimumsflächen im geyvröhniichen Sinne, sondern allgemein 
diejenigen gehören, deren mittlere Krümmung constant ist, also die Minimums- 
flächen über gegebenem Volumen; ausserdem gehören hierhin alle Flächen 
zweiten Grades, alle Rotationsflächen, u. s. w. 

In dieser Familie entspricht jeder Fläche T eine andere V, und im 
Allgemeinen auch nur eine nebst ihren homothetischen, welche durch 7 ihrer 
Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn von Translationen ohne Drehungen 
abgesehen wird, die an der Abbildung nichts ändern. Die einzige Ausnahme 
hiervon bildet die Kugel, für welche die Aufgabe, V zu finden, unbestimmt 
ist, weil sie selbst jeder beliebigen Minimumsfläche entspricht. 

Da die einfachen Hülfsmiltel, welche ich bei dieser Untersuchung be- 
nutzt habe, sich auch bei anderen Gelegenheiten als brauchbar erweisen, so 
erlaube ich mir, im Folgenden zu zeigen,, wie sich im Anschlüsse an einen 
directen Beweis der obigen Sätze über Minimumsflächen die übrigen Resultate 
ergeben haben. Jene Sätze selbst habe ich ursprünglich aus dem art. IV. 
meiner oben erwähnten Arbeit erhalten. 

I. 

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung der geometrischen 
Bedingungen, welche erforderlich sind, damit zwei Flächen T, T einander 
ähnlich werden, wenn jedem Punkte m von T sein Bild m auf T durch die 
Bedingung gleicher Normalenrichtung zugeordnet wird, in welchem Falle m 
und m! entsprechende Punkte heissen sollen. 

Zu dem Zwecke bestimme man nach Gauss (Disqu. gen. circa superf. 
c. I.) eine Richtung im Räume mit Hülfe einer Kugel K vom Halbmesser 1 
durch den Punkt, in welchem ein gleichgerichteter Halbmesser auf der Kugel- 
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flflche endigt. Sind also N, N' die Normalen der Fliehen T, T in den Ponlten 
m, m', 80 werden diese Punkte einander entsprechen, sobald beide Normalen 
dem nämlichen Punkte 31 von K entsprechen. Damit ferner zwei von ent- 
sprechenden Punkten m, m' ausgehende Linienelemente ds, di der Flächen T, 
T in entsprechenden Punkten endigen, müssen auch in ihren Endpunkten die 
Normalen dem nämlichen Punkte $ yon K entsprechen. Der unendlich kleine 
sphärische Bogen 92^ = J giebt dann den Winkel an, um den sich die Nonnale 
iV dreht, wenn ihr Fusspunkt von m aus ds beschreibt. 

Wir haben nun zu untersuchen, welche Bedinguugen erforderlicb sind, 
damit das Verhältniss der entsprechenden Linienelemente Bsy ds' von der Lage 
des ihre Endpunkte bestimmenden Punktes ^ unabhängig wird. 

Seien diV^, 8N2 in m beginnende Bogenelemente der beiden Krflm- 
mungslinien von T^ (>|, Q2 die ihnen entsprechenden Krflmmungshalbmesser der 
Fläche. Ferner sei J^ der Winkel, um den sich Qi dreht, wenn sein Fuss* 
punkt diVi durchläuft, ebenso Ji der Winkel, um den sich Q2 dreht, wenn sein 
Fusspunkt diVs durchläuft, also abgesehen vom Zeichen dNi=:Qid2^ diV2=(^<^£ 
und ds'^==(f\dl+Qldl. Haben (»l, Q2^ (f|, d'2 dieselbe Bedeutung für die Fläche 
T im Punkte m'^ so wird ds*^ ^^'^ffi+Q^^i und mithin das zu untersuchende 
Verhältniss 

Daraus ergeben sich die Sätze Ober die Minimumsflächen sofort. Nimmt 
man nämlich q'i = g'^^ q] = q]^ d. h. fflr 7 und T Minimums- oder Kugel- 
flächen, so heben die Drehungswinkel sich weg, indem aus der Betrachtung 
der Kugel K J^ = (rf+(yj = (j;^+(j;^ folgt. 

Ist nun, um zur allgemeinen Untersuchung Qberzugehen, o das Centrum 
der Kugel K und sind iRj, 91,, 92i, % diejenigen Punkte des durch 91 als 
Pol bestimmten Aequators, welche den Richtungen diV«, diV,, diV|, öN^ der 
Krflmmungslinien von 7 und T entsprechen, so folgt, weil der Punkt $ von 
K sowohl dem Endpunkte von ds, als auch dem von ds entspricht, dass der 
Uebergang von 9t nach ^ auf folgende zwei Arten bewirkt werden kann: 

1. indem man zwei unendlich kleine Drehungen um die Axen o9ti, 
0^2 zusammensetzt, von denen die erste den Winkel J,, die andere den Winkel 
(^2 beträgt; 

2. indem man zwei die Winkel cTi, J^ betragende Drehungen um die 
Axen o9ll, 09^2 zusammensetzt. 
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Dies festgestellt, zählen wir auf dem Aeqaator von 92i aus Längen, 
die nach 9I2 hin wachsen und setzen fest, was offenbar gestallet ist, dass von 
den Punkten 921, Ttj der zweite die grössere Lflnge hat. Ist alsdann a die 
Lfinge von 9l[^ X die Efinge des Meridians 92^^ so wird, weil alle Bogen d 
unendlich klein sind, Ji = -^sinA, (J2 = -^cosA, Ji = ^/sin(>L— a), <fi = -^ cos (A— a), 
mithin 






sobald ds^ ds' in entsprechenden Punkten anfangen und endigen. 

Dieser Ausdruck soll nun von der Lage des Punktes ^, d. h. von X 
unabhängig sein. Man erkennt ohne Mühe, dass diese Bedingung fQr jeden 
beliebigen Werth von a^ d. h. unabhängig von den Richtungen, in denen die 
KrOmmungslinien der Flächen T^ T' von m, m! ausgehen, nur dann erfOllt 
wird, wenn zugleich (}'^ = ^'^^ qI^q] ist, was den bereits oben erledigten 
Fall liefert. 

Ist diese Bedingung nicht erfOllt, so kann das Verhftltniss der beiden 
Linienelemente nur noch in dem Falle von X unabhängig sein, wenn a = 
oder ein Vielfaches von 90'^ ist. In allen diesen Fällen wird jedem der beiden 
von m ausgehenden Krflmmungslinienelemente eines der beiden von m' aus- 
gehenden parallel; wir schliessen daher keinen Fall aus, wenn wir 

a = 
setzen, d. h. fordern^ dass dNl mit diVi, dNi mit diVt gleiche Richtung habe. 
Dann wird 

und dies wird nur dann von X unabhängig, wenn Qi:q1^q?:qI^ d. h. ent- 
weder ^ = ^, oder ^ = -^ wird. 

Die zweite von diesen beiden Lösungen liefert den allgemeinen Satz: 
Wenn zwei Flächen T und T in der Beziehung au einander stehen, 
dass in je 7m ei durch gMche Normalenrichtung einander entsprechenden Punkten 
my wi derselben 1) auch die Hauptschnitte beider Flächen einander parcUlel 
werden, und 2) zwischen den Verhältnissen der Krümmungen paralleler Haupt^ 
schnitte die Relcdion 

stattfindet^ so wird T' ein in den kleinsten TheHen ähnliches Bild ron T, wenn 
jeder Punkt m' als das Bild des entsprechenden Punktes m angesehen wird. 

Journal (Er Mathematik Bd. LXVH Heft 8. 29 
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In diesem Sats» sind die auf die Minimaiusiiclien beiflgticheii ebenfalb 
entlialten. Nimmt man nftmlicii fQr T eine Minimomsfläclie, so folgt ans der 
sweilen Bedingung, dass T eine Kugelfläche sein muss, und diese genOgt olTen- 
bar auch der ersten Bedingung. 

Die erste Lösung fahrt auf ganz elementare Resultate, die haaptsftch- 
lich als Vervollsiftndigung des vorigen Satzes aufzufassen sind. In der That 
fordert dieselbe, wie leicht zu sehen ist, und auch aus den folgenden Unter* 
suchungen hervorgeht, nichts anderes^ als dass T und T' bomothetisch sind, 
woraus dann freilich, da die Aehnlichkeit fflr beliebig grosse perspectivisch 
liegende Theile vorhanden ist, auch die Aehnlichkeit der lileinsten Theile folgt 

Es ergiebt sich aber hieraus, da$$ ausser den durch den ersten SaU 
bestimmten FUtehenpaaren und ihren hamothetischen keine andern existiren, 
welche die von uns geforderten Eigenschaften besitzen. 

n 

Es wirft sich jetzt die Frage auf^ wie und unter welchen Voraus- 
setzungen die Bedingungen des obigen Satzes befriedigt werden iLAnnen. 

Zu dem Zweclie bemerken wir zunflchst, was aus der zweiten Bedin- 
gung folgt, dass in entsprechenden Punkten nothwendig die eine FlAcbe ge« 
wölbt, die andere sattelförmig gebogen sein muss. Um Aber bestimmte Vor- 
stellungen zu verfügen, wollen wir daher, was auf den schliesslichen Verlauf 
der Untersuchung keinen Einfluss mehr haben wird, festsetzen, es seien (>i, 
(i2, (f'i positiv, (f2 dagegen sei negativ. 

Wir bezeichnen nun die rechtwinkligen Coordinaten von m durch x^ y,9, 
durch x\ y\ %' diejenigen von m', ansaerdem die Richtungscosinus der Normale 
der ersten und zweiten Krflmmungslinie in m^ also wegen des geforderten 
Parallolismus auch in m' durch a,b,c;ai^bi^Ci\ Oz, 62, Cj, wobei die Vorzeichen 
der Grössen a, b, c so gewählt sein sollen, dass die durch sie bestimmte 
Richtung der Normale derjenigen entgegengesetzt wird, in welcher von der 
Oborflflcho aus die positiven Krümmungshalbmesser aufgetragen werden« 

lu Folge des Parallelismus der Krümmungslinien werden auch die 
Drehungswinkel um die zu ihren Tangenten parallelen Axen für beide Flächen 
gleich, also «^i -= c^, (Ji = cJ». 

Wir bestimmen nun zunftchst die Grössen, um welche die Coordinaten 
von m und m' und die Richtungscosinns der Normale in Folge dieser Drefanngen 
zunehmen. 
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Dreht man die Normale um eine zur Tangente der zweiten Krflm«- 
mnngaiinie parallele und durch das Krömmungscenlrum des ersten Hauptsch.nitts 
gehende Axe herum, bis der Drehungswinkel d^ geworden ist^ so durchlauft 
ihr Fusspunkt auf beiden Flächen die erste Krflmmungslinie, und weil q^^ Qi 
positiv sind, beide in derselben Richtung. Die zurückgelegten Wege sind 
dNi=^Qi^2^ dNl^Qid2^ mithin die Zunahmen von x und x': 

dx — ai(fi^2^ Sx' = aiPi (^2, 

vorausgesetzt, dass man den Drehungswinkel c^a positiv oder negativ nimmt, 

jenachdem m sich in der Richtung ai6|C|, oder ihr entgegen bewegt. 

Nach der Lehre von der Krümmung der Flüchen ist aber auch Bx^i^ida, 

I 1 

dx^^ff^doy woraus in beiden Füllen 

folgt. 

Dreht man die Normale um eine zur An&ngsrichtung der ersten Krflm«* 
mungslinie parallele und durch das Krümmungscentrum des zweiten Hauptschnittes 
gehende Axe herum, bis der Drehungswinkel ^i geworden ist, so durchläuft 
ihr Fusspunkt auf beiden Flüchen die zweite Krflmmungslinie, aber in ent- 
gegengesetzten Richtungen. Sind diVs, diV, die wirklich zurückgelegten Wege, 
so nimmt x um cijdiV^ zu, x' um a^BTÜi ab. Nun ist diVs = p^i^i , diV^^— (»2^1, 
also wachsen x und x' um 

BX = Ch(>2<^M Ö^' = Ö2P2<^n 

2 2 

wieder vorausgesetzt, dass c^i positiv oder negativ genommen wird^ Jenaehdem 
m sieh in der Richtung 0,62^ oder ihr entgegen bewegt. 
Da ausserdem Bx = (>2 Ba, Bx' ^ Q2 Ba ist, so folgt 

2 2 2 2 

Ba = a2<Ti. 

2 

Daraus ergeben sich filr die vollständigen Differentiale die folgenden 
wichtigen Formeln: 

Bx =Äipi^2 + 02e2^M Öy =6|Pl^2 + A2p2<^M Ö» = C| ()i ^Jj + C2 (^2 ^M 
Ba = 01(^2+ Ö2^n 5* = ^lj^2+ *2^1«) BC =x Ci^2+ ^^M 

fi«'=5iii^i<Ja+<i2ei^M öy' = 6i();^2+*2ei^n öz'=c,(>l^2+«äei^M 

von denen die auf die Flüche T allein bezüglichen für jede beliebige Flüche 
gelten. Aus den bei ihrer Herleitung unterschiedenen Füllen ergiebt sich 

29* 
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übrigens, dass diese Formeln von den zu Eingange über die Vorzeichen der 
Krfimmungshalbmesser gemachten Voraussetzungen unabhftngig, also auf beide 
Fälle des vorigen art. anwendbar sind. 

III. 
Setzt man nun, um die erste Lösung des art. I. zu befriedigen, q[ = kQi^ 
92=*P2-) so wird dx=kdx, dy^^kdyy ds' = kdz. Damit diese Gleichungen 
eine Fläche T' bestimmen können, müssen ihre rechten Seiten vollständige 
Differentiale sein. Betrachtet man s als Function von x, y, so folgt ans der 
ersten Gleichung, dass k von y, aus der zweiten, dass es von x unabhängig, 
also constant sein muss. Diese Lösung liefert also, wie schon früher ange- 
wandt worden ist, zu jeder beliebigen Fläche ihre sämmtlichen homothetischen. 

IV. 

Zur Befriedigung der zweiten Lösung 

setzen wir ()2=Äp2, Qi = —Hqi. Dann wird 5a/ = --//öx, dx-=^Hdxy u. s. w, 

J . 12 2 

Nennt man nun diejenige Seite einer Fläche, von welcher ihre Nor- 
malen ausgehen, ihre Vorderseite, so ergiebt sich aus diesen Formeln zunächst, 
dass im vorliegenden Falle die Vorderseite von T auf der Rückseite von T' 
abgebildet wird, und umgekehrt, vorausgesetzt, dass man unter einer Abbil- 
dung eine im gewöhnlichen Sinne, also nicht verkehrt ähnliche versteht. 

Sodann ergeben sich fär die vollständigen Diilercnliale die Gleichungen 

dx' = H{dx-dx), dy' ■= H{dy-dy\ 6s' = ff(Ö«-ö«), 

2 1 2 1 2 1 

von denen zunächst gezeigt werden soll, dass sie aus den Bedingungen un- 
serer Untersuchung nicht bloss folgen, sondern dieselben auch umgekehrt nach 
sich ziehen. 

Sind nämlich a, b, c die Richtungscosinus der Normale von T, so sind 
sie es auch für T', weil aus den vorstehenden Gleichungen 

adx+bdy'+ccz' = 
folgt. 

Da ferner die Krfimmungslinienelemente diV,, diV, auf einander senk- 
recht stehen, so folgt 8s" = H\dN^ + dN^) ^ W8s\ also ist T' ein in den 
kleinsten Theilen ähnliches Bild von T. 
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Aaf Orund dieser beiden FolgeraBgen ergiebt sich endlich nach art. I. 
auch der Parallelismus der Krämmiingslinien beider Flächen. 

Folglich enthalten die vorstehenden Differentialgleichungen alle fär die 
gegenwärtige Aufgabe nothwendigen und ausreichenden Bedingungen. 

Setzt man ^^' H=Si^ so lassen die obigen Gleichungen sich in 

die Form 

(31.) {dy' = a[2db^(±+±)dy], 

di' = n\2ec^(±^±)8B] 

bringen. Dieselbe zeigt sofort, dass unsere ursprüngliche Aufgabe, die Be- 
dingungen zu ermitteln, damit zu einer gegebenen Fläche 7 eine sie in der 
verlangten Weise abbildende exisHre, auf die Herstellung und Deutmig der 
Integrnbililätsbedingungen zurfickgefflbrt ist, welche erforderlich sind und hin- 
reichen, damit die drei vorstehenden Ausdrücke zugleich vollständige Dif- 
ferentiale werden. 

Es ist indessen zweckmässig, für diese Untersnohung die Differential- 
gleichungen so viel wie möglich in der ursprünglichen einfachsten Form bei- 
zubehalten. 

V. 

Wir setzen voraus, dass x, y und a als Functionen zweier von ein- 
ander unabhängiger Variabeln tij, «f2 in der Weise dargestellt sind, dass der 
Gleichung dtij == diejenige Schaar Krümmnngslinien von T entspricht, wel- 
cher die vorhin als erste bezeichnete angehört, der Gleichung dfh^O die 
andere Schaar. Bezeichnet man daher die Derivirien von x, y, z nach ti|^, % 
durch a?i, x^y x^^ u. s. w., so wird 

dx=^ Xidth'i dx = Xidui^ u. s. w. 

1 2 

Femer folgt aus den Gleichungen dx^Q^da, dx^^^da, yfenn 

i 1 

gesetzt wird, 

da öa 

^^r,x,, ^^r,x,, 
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mithin durch Elimination von a 

(1.) *« = T^TT^^"''"^*^)' 

wotn noch swei ähnliche Gleichungen ffir y ond • kommen. Aasserdem ist 

(2.) aj,JCj+jriyi+«,«2 = 0. 

Dies Toransgeschickt , nehmen die Differentialgieichnngen des vorigen 
art. die folgende Form an: 

Fflr log ff = Z liefert die erste als Integrabilitfitsbedingnng 

dZ ,dZ ,^ ^ 

oder wegen (1.) 

rdZ 2 dr, 1 , rdZ . 2 ör, 1 ^ 



Mit Rflcksicht anf (2.) folgt ans dieser nnd den beiden biersugehörigen Glei- 
chungen, dass nothwendig 

dZ, ^ 2 dr, dZ^ ^ ^ ^t 

sein moas^ nnd umgekehrt sind mit diesen beiden angleich alle Integrabilitflta- 
bedingnngen erfIlUt. 

Damit aber diese beiden Gleichungen mit einander bestehen können, 
ist erforderlich und hinreichend, dass 

(B.) ^(_L_|i)+^(_l_aL) = o 

^ ^ ölig ^ r, — r, du^ ^ ÖM, V r^—r^ du^^ 



sei. Ist diese Bedingung erfüllt, so liefern also die vorstehenden Ausdrücke 
fftr dZ ein voUstftndiges Differential, und die so bestimmte Function 

ff =: e^ 
maoht auch die Ausdrücke für dw\ dg\ du' au voUstündigen Differentialen. 
Zugleich ist ersichtlich, dass der letstem Forderung auf keine andere Weise 
genügt werden kann. 

Es bedarf nur noch der geometrischen Interpretation von (ff.). Sei 

^l + Sfl + *l = ^1 ^ + if2 + Ä2 = ^9 

so folgt aus (1.) und (3.) 



(3.) 
wodurch (B.) in 
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= 



abergeht. Diese Gleichung fordert also, dass log-f^ sich als Differenz einer 

bloss von tii nnd einer bloss von U2 abhängigen Function darstellen lasse, 
dass also 

dem Quotienten aus zwei solchen Functionen gleich sei. 

Fährt man nun, was an den frOhern Voraussetzungen nichts Ändert, 
mittelst der Gleichungen t^(f«i)6ti| = dtil, V^(tf2)dti2=dt4 zwei neue Variaheln 
u[^ th ein, so folgt, dass die Allgemeinheit unseres Resultates nicht geändert 
wird, wenn wir V'(ifi) und tp(fh) constant und einander gleich setzen. Dann 
wird die Lösung von (B.) 

(4.) ft - ^2. 

Damit also die Gleichungen {A.) durch passende Wahl von B integrabel ge- 
macht werden können, ist erforderlich und hinreichend, dass das Quadrat des 
Linienelementes von T sich in die Form d^=^(di^+di^ bringen lasse, 
wfthrend dtii = 0, d«2 = die Differentialgleichungen der beiden Schaaren 
Krttmmungslinien von T sind. Wir haben hiernach den Satz: 

Damit einer Fläche T eine »weite T' in der oben verlangten Weke 
»ugearänet werden könne, ist erförderlich und hinreichend, da$$ T ein in den 
kleiniten Theilen ähiüiches ebenes Bild gestatte, in welchem seine KrUmmungs^. 
knien durch iwei Schaaren iu einander senkrechter Geraden dargestellt werden. 

Und umgekehrt können alle Flächen T, zti denen die Gleichtifigen (9.) 
oder {A.) eine zugeordnete T liefern, in dieser Weise auf einer Ebene ab^ 
gebildet werden. 

Bezeichnet man bei der Abbildung von T auf der Ebene der «i, Ms 

das Vergrösserungsverhftltoiss durch — , so wird 

ds" = m\dul+d^), 

nnd es ergeben sich fOr die Familie der Flfichen Taus (4.), (2.), (1.) imd 
(3.) die Differentialgleichungen : 
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dlogm dlogm 

diogm diogm 

dlogm , dlogf» 

Ist r diesen Gleichongen gemflss bestimnit, so wird 
also Z ~ const— 2Iogm, 



H = 



m' ' 



M> dais man zur Bestimmung von T' die integrabeln Gleichungen 

öjf' = -^(yi9Mi-sr2Ö«j), 

3»' — -^(»id«i-»,ö«2) 

erhttit. 

Es ist hier nicht der Ort, diesen Gegenstand durch Ausftthmng von 
Beispielen weiter zu verfolgen. 

Zarich, 2. April 1867. 
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lieber ein Princip der Abbildung der Tbeile einer 

krummen Oberfläche auf einer Ebene« 

(Von Herrn JT. Wd^er zn Heidelberg.) 



JLlie Aufgabe^ ein bestimmtes StQck einer gegebenen Oberfläche auf einer 
andern gleichfalls gegebenen Oberfläche so abzubilden^ dass einander entspre- 
chende unendlich kleine Figuren auf beiden Oberflächen einander ähnlich sind, 
hat in gewissem Sinne ihre allgemeine Lösung gefunden durch die berühmten 
Arbeiten von Lagrange *) und Gauss **). Diese Aufgabe ist aber, da sie von 
partiellen Differentialgleichungen abhängt, keineswegs eine bestimmte, und die 
Bedingungen, welche nothwendig sind, um das Problem zu einem bestimmten 
zu machen, können von mannigfaltiger Art sein. In den einzelnen Fällen 
führt allerdings die Erfüllung solcher Bedingungen auf grosse Schwierigkeiten, 
und ist nur in wenigen Fällen gelungen. 

Bei der practischen Anwendung dieser Theorie der Abbildung auf die 
Construction von Karten, wobei wenigstens in der Regel die Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile als Grundprincip festgehalten wird, lässt man sich zur Be* 
seitigung der oben erwähnten Unbestimmtheit von der Rücksicht leiten, dass 
auch das Bild im Grossen und Ganzen keine allzugrosse Abweichung von 
der Gestalt der abgebildeten Figur zeigt. Bereits Gauss hat in der citirten 
Abhandlung und in einer zweiten Abhandlung (Untersuchungen über Gegen- 
stände der höheren Geodäsie; Abhandlungen der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen Bd. 2) Arten der Abbildung angegeben, welche von 
diesem Gesichtspunkt aus vor anderen den Vorzug verdienen. Bei Gauss 
ist der leitende Gedanke der, dass wenn es sich z. B. um die Abbildung einer 
Kugelzone handelt, für eine bestimmte Breite das Aehnlichkeitsverhältniss = 1 
wird, fQr alle anderen Breiten aber nur um Grössen dritter Ordnung von 1 
abweicht, wobei die Breitenunterschiede als Grössen erster Ordnung ange- 



*) Lagrange. Sur la construction des Cartes g^ograpbiques. M^moires de 
rAcad^mie de Berlin 1779. 

**) Gauss. Allgemeine Auflösung der Aufgabe , die Theile einer gegebenen 
Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so abzubilden; dass die Abbildung dem 
Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird. Abgedruckt in Sckumacher^ 
ftstronomischen Abbandlungen 1825. 
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sehen werden. Demnach sind die von Gauss angegebenen Abbildnngsarten 
nur näherungsweise und fOr verhältnissmfissig geringe Breitenunterschiede als 
die besten zu betrachten. 

Ich habe im Folgenden versucht, ein allgemeines Princip aufzustellen, 
durch welches man für jedes gegebene Flfichenstucli die beste Abbildungsart 
finden kann, d. h. diejenige Abbildung, welche ohne der Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile zu nahe zu treten ein der gegebenen Figur auch im Ganzen 
möglichst ähnliches Bild liefert, wobei ich mich auf den Fall beschränken 
muss, wo die Fläche, auf welcher das Bild entworfen wird, eine Ebene ist, 
da sich im allgemeinen Fall die Eliminationen, welche zur Aufstellung der 
Gleichungen nöthig sind, nicht ausfahren lassen. 

Zur Lösung dieses Problems ist es zunächst erforderlich, einen neuen 
Begriff zu definiren, den man etwa bezeichnen kann als den Fehler der Karte, 
und der bei den unter gegebenen Umständen besten Karte ein Minimum 
werden muss. 

Ist das Bild dem Abgebildeten vollkommen ähnlich, so muss dieser 
Fehler Null sein, und umgekehrt, wenn der Fehler Null ist, so sind die beiden 
Bilder vollkommen, ähnlich. Dieser Fall kann natürlich nur dann eintreten, 
wenn die eine der gegebenen Oberflächen auf einer der zweiten Oberfläche 
vollkommen ähnlichen Fläche abwickelbar ist. In allen andern Fällen muss 
der Fehler einen immer positiven Werth besitzen, so dass es auch immer 
einen kleinsten Werth des Fehlers geben muss. Die Bestimmung des Mini- 
mums des Fehlers führt, da derselbe durch ein Integral definirt ist, auf ein 
Problem der Variationsrechnung, aber auf ein Problem eigenthämlicher Art, 
welches sich in seiner Verallgemeinerung kurz so aussprechen lässt: 

Es sollen die willkflrlichen Elemente einer durch eine partielle Diffe- 
rentialgleichung definirten Function so bestimmt werden, dass ein von dieser 
Function abhängiges bestimmtes Integral ein Minimum wird. 

Die Lösung dieses Problems ist im Allgemeinen schwieriger als die 
Lösung der partiellen Differentialgleichung ffir sich mit gegebenen Grenzbe- 
dingungen, da zu der ersten partiellen Differentialgleichung eine zweite hin-- 
zutritt, welche mit der ersten gleichzeitig integrirt werden muss, da die Natur 
der Grenzbedingungen eine gesonderte Integration der beiden Gleichungen nicht 
gestattet. Durch Elimination einer Variablen können die beiden .Differential- 
gleichungen durch eine Differentialgleichung höherer Ordnung ersetzt werden, 
welche in dem hier vorliegenden Fall linear und von der vierten Ordnung 
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wird^ aber veränderliche Coefficienten enthalt. Es ist mir bis jel9t nqr ge-t 
lungen, in einem besonders einfachen Fall die Integration durchzufahren, in 
welchem die partiellen Differentialgleichungen auf gewöhnliche DilFerentiaU 
gleichungen zurflckliommen, und wodurch die beste Abbildung einer ganzen 
gegen die Rotationsaxe senkrechten Zone einer beliebigen Rotationsfläche auf 
eine Ebene gefunden wird. 

§. 1. 

Zunächst erfordert die Auflösung unseres Problems die genaue Fest^ 
Stellung der Bedingungen fQr die Aehnlichkeit der kleinsten Theile. Be-> 
zeichnet man mit ds, dS zwei einander entsprechende unendlich kleine Längen 
auf der abzubildenden und auf der Bildfläche, so wird die Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile bekanntlich ausgedrückt durch die Gleichung: 

dS = pds 
worin p^ das Aehnlichkeitsverhältniss oder der Massstab des Bildes, eine 
wesentlich positive Grösse ist, welche nur von der Lage des Anfangspunktes 
nicht aber von der Richtung des Elementes ds abhängt. 

Die Function p muss, wenn die Aehnlichkeit der kleinsten Theile in 
keinem Punkt des Bildes verletzt werden soll, gewisse allgemeine Stetigkeits- 
bedingungen erfüllen, welche wesentlich dazu beitragen, die Willkürlichkeit in 
der Lösung des Problems der Abbildung zu beschränken. 

Zunächst ist klar, dass wenn p an irgend einer Stelle des abzubildenden 
Flächenstücks oder unendlich wird, an dieser Stelle von einer Aehnlichkeit 
der kleinsten Theile nicht die Rede sein kann, weil dann entweder ein von 
verschiedenes Längenelement durch einen Punkt oder ein Punkt durch ein 
von verschiedenes Längenelement abgebildet würde. 

Ebenso darf aber auch p nicht längs einer Linie unstetig werden, denn 
betrachtet man die Bilder zweier unendlich kleiner Dreiecke zu beiden Seiten 
der Unstetigkeitslinie , so sind diese zwar ihren Urbildern ähnlich, aber das 
Aehnlichkeitsverhältniss ist ein anderes, wiewohl die Dreiecke auf der ur- 
sprünglichen Fläche einander unendlich nahe liegen. Wenn also auch die 
Bilder der beiden Seiten der Unstetigkeitslinie an einer Stelle zusammenhän- 
gend wären, so würde dieser Zusanimenhang schon an den benachbarten 
Stellen aufgehoben. Demnach würde eine solche Unstetigkeitslinie das Bild 
in zwei getrennte unzusammenhängende Theile sondern. 

Auch die Differentialquotienten der Function p sind gewissen Stetig- 

30* 
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keitsbedingongen unterworfen, zu welchen man durch die folgende geometriBchd 
Betrachtung gelangt. Man zieht durch einen beliebigen Punkt der abzubil- 
denden Oberfläche eine beliebige Curve doppelter Krümmung auf derselben, 
und projicirt die dem betrachteten Punkt benachbarten Theile dieser Curve 
auf die Tangentenebene der Oberflfiche, wodurch man ein Stflck einer ebenen 
Curve erhält. Bezeichnet man nun mit ds ein Element dieser ebenen Curve 
oder, was der Kleinheit des Unterschieds wegen dasselbe ist, der Curve 
doppelter Krflmmung, mit da ein Element der auf der Oberfläche gemessenen 
Normale der Curve doppelter Krümmung, mit ds' endlich das Element auf der 
Oberfläche oder der Tangentenebene, welches mit da da ein Dreieck bildet, 
so ist der Contingenzwinkel der auf der Tangentenebene gelegenen Curve: 

dads 

und der reciproke Krflmmungsbalbmesser : 

_L = rfcy'+ ds*- ds" 
Q "" dads* ' 

welcher gewissermassen als die in der Richtung der Oberfläche gemessene 

Krümmung der Raumcurve betrachtet werden kann. Fährt man nun dieselbe 

Betrachtung durch hinsichtlich des Bildes unserer Curve auf der zweiten Ober« 

fläche, so erhält man, wenn man den P, d2^ dS, dS' die den Grössen q, da, dB, 

ds' im Bilde entsprechende Bedeutung giebt: 

J^ _ d£*+dS*-dS'* 
P "" d£dS* ^ 

welches in dem Fall, wo die zweite Oberfläche eine Ebene ist, der wahre 
reciproke Krümmungshalbmesser des Bildes ist. 

Versteht man nun unter p den Werth dieser Function, welcher an 
dem der Curve abgewendeten Ende des Elements da Statt hat, so hat man 
vermöge der allgemeinen zu Grunde gelegten Gleichung: 

rfJF = pda, 

dS' = pds', 

dS = (p + ^da)ds. 

Setzt man diese Ausdrücke in die obige Formel für -p ein, so ergiebt sich 
mit Vernachlässigung des unendlich Kleinen: 

+ 



PQ p' da 
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worin do nach der convexen Seite der Cnrve positiv gerechnet ist. Diese 
Formel giebt nun Aufschluss aber die Stetigkeilsbedingungen der Differential- 

qnotienten von p. Wenn nämlich -^, d. h. der nach irgend einer auf der 

Oberflflche gemessenen Richtung genommene Differentialquotient an einer Steile 
der abzubildenden Fläche unendlich würde, so mflsste, wenn q von ver- 
schieden ist, P = sein, d. h. das Bild einer beliebigen, mit stetiger Krüm- 
mung Aber den Unstetigkeitspunkt gezogenen Linie mässte in dem Bild des 
Unstetigkeitspunkts eine Ecke haben, was offenbar mit der Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile unverträglich ist. 

Wenn endlich ^ längs einer Linie unstetig wäre, also zu beiden 

Seiten einer Linie um eine endliche Grösse differirende Werthe hätte, so 
würden die Bilder zweier Linien, welche zu beiden Seiten der Unstetigkeits- 
linie derselben unendlich nahe und parallel verlaufen, in entsprechenden Punkten 
Krümmungshalbmesser mit endlicher Differenz haben. Es würde also, wenn 
auch die Bilder beider Linien in einen Punkt zusammenfielen und gleiche 
Richtung hätten, dieser Zusammenhang schon in den nächsten Punkten aufge- 
hoben werden, d. h. es würde eine Zerreissung des Bildes längs der Un- 
stetigkeitslinie stattfinden. 

Demnach sind also die allgemeinen Bedingungen, welchen die Function 
p unterworfen werden muss, um die Aehnlichkeit der kleinsten Theile an allen 
Stellen aufrecht zu erhalten, folgende: 

1. Die Function p darf an keiner Stelle unendlich oder werden 
und an keiner Linie sprungweise Aenderungen erleiden. 

2. Sämmtliche nach irgend einer auf der Oberfläche gemessenen Rich- 
tung genommene Differentialquotienten von p müssen an jeder Stelle der ab- 
zubildenden Fläche endlich sein und dürfen sich an keiner Linie sprungweise 
ändern. 

Ausser diesen allgemeinen Bedingungen hat die Function p noch einer 
partiellen Differentialgleichung zu genügen, deren Form sich nicht allgemein 
angeben lässt, wenn nicht über die Natur der Oberfläche, auf welcher das 
Bild entworfen werden soll, specielle Annahmen gemacht werden, weil sonst 
die erforderlichen Eliminationen nicht ausgeführt werden können. 

Ich beschränke mich hier auf den bei weitem einfachsten Fall der Ab- 
bildung einer beliebigen Oberfläche auf eine Ebene. 

Ich nehme an, es sei die abzubildende Fläche durch drei Gleichungen 
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mit xwei unabfaSiigigen Variablen bestimmt: 

a? = 9, («, f>\ y = (p^{u, e), s = 9,(11, e), 

90 dass n, e als Coordinaten eines Punktes anf der Oberfl&che betraciitet 
den können. Ich will ausserdem der Einfachheit wegen annehmen^ die Corvea- 
Systeme u ^ const. , e = const. seien orthogonal. Es seien femer U^ V recht- 
winklige Coordinaten in der Ebene, so kommt unsere Aufgabe darauf hinaoa, 
ü, Y, p so als Functionen von u, e zu bestimmen, dass die Gleichung: 

(1.) dU'+dr = p'ia'dt^+b'fh') 
identisch wird, wenn man zur Abkürzung setzt: 

'' = (^)+(*y+(^)' 

Wegen der OrthogonalilAt der Curven u, e hat man ausserdem: 

dx dx dy dy . c^^ ^* «. a 
du dv du df> du dt ~" 

Die Gleichung (1.) zerfallt in ein System von drei partiellen Differentialglei- 
chungen : 

welche im Allgemeinen hinreichen, um die drei Functionen U, V, p zu be- 
stimmen. Durch fortgesetzte Differentiation der Gleichungen (2.) lassen sich 
immer Gleichungen in hiniflnglicher Anzahl ableiten, um zwei der unbekannten 
Grössen mit ihren Differentialquotienten zu eliminiren, wodurch eine partielle 
Differentialgleichung fOr die dritte Grösse übrig bleibt. Um die Gleichung fBr 
p abzuleiten, genügt scheinbar eine zweimalige Differentiation noch nicht. Es 
ist daher eine besondere Eigenthümlichkeit des Systems (2.), dass die Dif- 
ferentialgleichung fOr p doch nur von der zweiten Ordnung wird. Diese 
Gleichung Iflsst sich auf folgendem sehr einfachem Wege ableiten, welcher m— 
gleich zur Kenntniss der Functionen U, V führt, wenn p als bekannt voraus- 
gesetzt wird. Die Gleichungen (2.) werden identisch befriedigt durch die 
Annahme: 
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dV , dV ,, 

Yoraasgesetzt , dass die vorläufig noch anbekannten Grössen l, l' der Bedin-* 
gung genfigen: 

so dass man durch Einführung eines unbestimmten Winkels ^9* setzen kann: 

Ä = cos &, l' = sin &. 

Die Gleichungen (3.) fahren nun, da -g— , -g—, -^, -g— exacte Differential- 
quotienten sein müssen, zu den Bedingungen ffir l, l': 

dkpa _^ dl'pb 
""ST ~ "diT' 

dVpa _ . aA^p6 
oder: 

ÖA , , dpa dV , , ,, öp6 

dA' I -it dpa dk. , . dpb 

Mit Berficksichtigung der Gleichungen: 

ergiebt sich hieraus sofort: 

dpb ^ _ h^^i' ^* j 
du ^ ^ \ df^ de 1 

oder durch Einflihrung des Winkels &: 

i dpa _ d& 
pb dfi '^ du ^ 

Jl_ öp6 ^ at» 

pa öl? dv ' 

woraus sich die partielle Differentialgleichung für p ergiebt*): 

*) Wenn man allgemein eine Differentialgloicbang der Form 

EdU*+2FdUdV-^6dr* = edtt* + 2fdudv-{-gdv* 
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(A) Tb df> J^'diT _ Q 

^^•^ de ^ du ■" "• 

Nimmt man p als gefunden an, durch Integration der Gleichnng (4.\ so er- 
hält man & mit einer additiven willkürlichen Constanten durch eine Quadratur: 

ß, _ Cr 1 ^P^ ß^ L ^P^ d ^ 

^ J \ pb df> pa du J 

und schliesslich die gesuchten Functionen U^ V ebenfalls durch Quadraturen: 

U-Uo=y*{ co8{&-&o)padu+8in{&^&o)pbdv]^ 

F~ Vo == J*{-8\n{&-&o)padu+cos{&--&o)pbdf>l 

Demnach sind, wenn das Aehnlichkeitsverhältniss p bestimmt ist, die Functionen 
U, V bis auf drei willkflrliche Constanten ebenfalls bestimmt. 

Bezeichnet man mit V, F' diejenigen Werthe der Functionen U, V, 
welche den Specialwerthen der willkflrlichen Constanten entsprechen, so 
sind die allgemeinen Ausdrücke dieser Functionen-: 

U = Uo+ cos *o U'" sin &o F', 

F= Fo+sini^of^'+cos^oF'. 

Diese Gleichungen enthalten die Bedeutung der willkürlichen Constanten; sie 
drücken nur eine beliebige Verschiebung des rechtwinkligen Coordinatensystems 
Vy V in der Ebene aus. 



bat; 80 kann man immer die beiden Seiten dieser Gleichung als das Quadrat einea 
Längenelements auf einer und derselben Oberfläche betrachten (in dem vorliegenden 
Fall auf einer Ebene) und kann dann aus den Coefficienten der beiden Ausdrücke 
nach dem berühmten Theorem von Gauss TDisquisitiones generalea circa superficies 
curvas ; Commentat. Gotting. vol. VI) ftir aas Krümmungsmass zwei Ausdrücke bil- 
den, welche einander gleich sein müssen. Auf diese Weise gelangt man immer au 
einer partiellen Differentialgleichung für die unbekannten Functionen. In unserem 
Fall stimmt diese Gleichung genau mit der für p gefundenen übereiu; welche dem- 
nach als enthalten in dem erwähnten Gati^^'schen Theorem anzusehen ist. Ich habe 
der obigen im Text angewandten Methode vor dieser den Vorzug gegeben, theils weil 
nach der letzteren die Reduction der Gleichung auf die einfachste Form etwas weit- 
läufig ist, theils auch weil man auf dem obigen Wege gleichzeitig die Ausdrücke ftLr 
die Functionen U, V findet. 

In ganz ähnlicher Weise hat bereits Bour eine partielle Differentialgleichung für 
1 aus der Differentialgleichung 

dX^ + dT* + dZ' = Udxdy, 

in welcher Z als gegebene Function von x, y angesehen wird, hergeleitet (Thterie de 
la d^formation des surfaces, Journal de T^cole poljtechniqne, cahier 39). In diesem 
Falle wird jedoch die Gleichung fUr 1 nicht linear. 
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Demnach ist das Bild eines beliebigen FlächenstSckes anf einer Ebene 
bis anf die Lage in der Ebene vollstAndig bestimm^ wenn das Aehnlicfakeits« 
verhfiltniss an jeder Stelle des abzubildenden Flächenstflcks gegeben ist. 

Die Differentialgleichung (4.), welcher die Function p unterworfen ist, 
ISsst sich ohne Schwierigkeit auf eine lineare reduciren, wenn man an Stelle 
von p den Logarithmus von p einführt. 

Die Gleichung (4.) lAsst sich nämlich schreiben: 

P a clogpg rs b dlogpb 

b (5c! . a du 



+ " ^" " = 



oder indem man setzt: 



du ' du 



q = logp, 



^ a dq n b da ^ t da r. i db 

b of> , a du b dt> a 



^^'^ dt '^ du " ^dt du 

Hinsichtlich der Stetigkeit ist q denselben Bedingungen unterworfen wie p^ 
nur dass q auch negativ und werden darf, aber nicht unendlich. Danach 
lisst sich leicht beweisen, dass q voUstAndig und eindeutig bestimmt ist, wenn 
%. B. sein Werth am Rande des abjEubildenden Flächenstocks allenthalben ge- 
geben ist, dass also dadurch auch das Bild bis auf seine Lage in der Ebene 
voUstfindig bestimmt ist. Ich flbergehe hier diesen Beweis, der übrigens sehr 
einfach ist, da ich weiter unten den Beweis der Bestimmtheit und Eindeutig- 
keit des Bildes fflr eine andere Art der Bedingung führen werde. 

$. 2. 

Um das in der Einleitung aufgestellte Problem zu lösen, ist es zu- 
nächst erforderlich, den Begriff des Fehlers der Karte genau festzustellen. 
Dieser Fehler der Karte sel7t sich zusammen aus allen einzelnen Fehlem, 
welche an den verschiedenen Stellen des Bildes stattfinden, welche aber nur 
mne relative Bedeutung haben, d. h. sie beziehen sich auf einen beliebig zu 
wählenden Punkt des Bildes, in welchem dasselbe als genau richtig angesehen 
wird. Uebrigens ist die Wahl dieses Punktes ohne Einfluss auf das End- 
resultat. 

Bezeichnet man mit cb^ dfl zwei auf einander folgende Längenelemente 
der abzubildenden Fläche, und bezeichnet p den Werth des Aehnlichkeitsver- 
hftltnisses im Anfangspunkt des Elements d$y so hat man ffir die Bilder dieser 
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Elemente die AasdrO^e: 

dS' = (j,+^d,yd$'i 
folglich : 

dS \^ d$ "J d$ 

Dieser Ausdruck zeigt, dass die anendlich kleine Grösse — ^^^ betrachtet 

werden kann als die Abweichung von der vollstftndigen Aehnlichkeit beim 
Uebergang von einem Element d$ ta dem folgenden di\ Geht man nun auf 
einer beliebigen Curve von einem festen Punkte su einem jverinderlichen 
Punkte P Ober, und entwirft gleichzeitig das Bild dieser Curve, so summiren 
sich im Verlauf dieser Linie alle die einzelnen Abweichungen von der Aehn- 
lichkeit, die beim Uebergang von einem Element der Curve zum folgenden 
auftreten, und demnach hat man das Integral 



/ 



•'J5L = ,0g iL 



ZU betrachten als die Abweichung von der vollkommenen Aehnlichkeit beim 
Uebergang vom Punkte zum Punkte P auf einer beliebigen Curve. 



Grösse log— kann daher bezeichnet werden als die Verzeichnung des Bildes 



im Punkte F. Diese Verzeichnung. kann sowohl positiv als: negativ sein twd 
gleich grosse positive und negative Werthe der Verzeichnung werden einen 
gleichen Fehler des Bildes bedingen. Demnach liegt es nahe ab Fehler des 
Bildes im Punkte P verglichen mit dem Punkte das Quadrat der Verzeich- 
nung (log—} anzusehen. Der Fehler der ganzen Karte ist dann zu definiren 

als der mittlere Werth aller Elementarfehler, den man erhAlt, wenn man das 
Integral des Elementarfehlers über die ganze abzubildende Flfiche nimmt, und 
dieses dividirt durch die abzubildende Fliehe selbst. Demnach ist der Fehler, 
wenn man die Coordinaten ii, e zu Grunde legt: 

1 1 ahdudt 

und unsere Aufgabe ist jetzt die, die Function p der partiellen Differential«» 
gleichung (4.) und den Steligkeitsbedingungen gemftss so zu bestimmen, dwe 
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das Integral 

genommen aber das ganse abzubildende FlachenstOck , den kleinsten Werth 
erhalt*). Die Aufgabe wird noch etwas vereinfacht durch Einführung der 
Function q an Stelle von p. Dann wird das Integral V: 

V ^fßq-q^fabdudi, 

wfihrend q nun der Differentialgleichung (5.) unterworfen ist. 

Nach den Principien der Variationsrechnung ist die Bedingung des 
Minimums von Y folgende: bedeutet dq eine unendlich kleine Verinderung 
von qy so muss die Gleichung erfflilt sein: 

(6.) = ffdq{q'^q^)abdude. 

Hierin muss sowohl q als q'\'Sq der Differentialgleichung (5.) genfigen, d. h. 
dq muss der reducirten Gleichung genOgen: 

^ g d9q p 6 ddq 

ist aber im Uebrigen eine beliebige unendlich kleine Grösse, welche mit ihren 
ersten Differentialquotienten in der ganzen abzubildenden Fl&che stetig sein muss. 

Durch diese Bedingungen ist Sq vollständig bestimmt, wenn es am 
Rande des abzubildenden FlAchenstQcks gegeben ist, am Rande aber kann es 
beliebig sein. 

Diese Behauptung lÄsst sich dadurch beweisen^ dass man annimmt, man 
hatte zwei Functionen dq\ 9q" gefunden, welche am Rande dieselben Werthe 
annehmen, denselben Stetigkeitsbedingungen und der Gleichung (7.) genflgen. 
Die Differenz dq'" r^^q'^-dq*' genflgt dann ebenfalls der Gleichung (7.) und 
nimmt am Rande den Wertb an. Multiplicirt man dann die Gleichung (7.), 
nachdem man dq = dq'" gesetzt hat, mit dq^duäp und integrirt Aber die ganze 
Fläche, so erhalt man durch partielle Integration: 

woraus sich unmittelbar dq" ^0 ergiebt. Demnach ist die Variation dq am 



*) Diese BedtimmungA weise der Function p wird noch durch eine gewisse Ana« 
logie mit der Methode der kleinsten Quadrate gestützt. 

31* 
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Rande als willkarlich im Innern der Flficbe aber als durch den Randwertli 
gegeben zu betrachten. 

Es kommt also zunächst darauf an, das Integral (6.) auf ein anderes 
zu reduciren, in welchem nur noch die Grenz werthe der Variation dq vor-^ 
kommen. Um dies zu erreichen, multiplicirt man die Gleichung (7.) mit einem 
YorlAufig noch unbestimmten Factor cd du de und integrirt dann über die ganze 
Fläche, Aber welche das Integral (6.) genommen ist. Die nun anzuwendende 
partielle Integration setzt voraus, dass die Function w mit ihrem ersten Dif- 
ferentialquolienten im Innern der ganzen Fläche stetig sei, was also hiermit 
angenommen werden soll. 

Unter dieser Voraussetzung gelangt man durch zweimalige partielle In- 
tegration zu folgender Gleichung: 



"»^fßi 



p ö ^» P fr ^ 



' ^+^J!^ld,ic 



wobei sich das einfache Integral auf die ganze Begrenzung des abzubildenden 
Flächenstflcks erstreckt. Das Randintegral lAsst sich noch etwas einfaeher 
schreiben, wenn man die Differentiation nach der auf der Oberflädie gemessenen 
Normale der Randcurve du und das Element der Randcurve selbst, d$y ein- 
fahrt. Es geht dadurch über in: 

Die gewünschte Reduction Aei Doppelintegrals (6.) wird nun bewerk- 
stelligt sein, wenn es möglich ist, die Function w so zu bestimmen, dass sie 
der Gleichung genügt: 

/Q \ ^ öü , a du ,, <. 

(®-) ^ + di = «6(9r-9„). 

Unter dieser Voraussetzung ergiebt sich die Gleichung: 

(9.) fßq{q-q^abdud^=fds\^dq-^u> 

Nimmt man die Function q als bereits bekannt an, so ist die Gleichung 
(8.) eine lineare partielle Differentialgleichung für m^ welche iin Wesentlichen 
dieselbe Eigenschaften hat, wie die Differentialgleichung fflr q. Die Function m 
wird also durch diese Gleichung und die Stetigkeitsbedingungen erst dann als 
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voUstfindig bestimmt zn betrachten sein, wenn der Werth von w am Rande 
irgend wie gegeben ist. Nehmen wir diese Bedingung so an, dass a am 
Rande verschwinden soll, so f&Ut in dem Randintegral (9.) der Theil weg, 

welcher -^ enthAlt, welches in unbekannterweise von dem beliebigen Rand- 

werth dq abhängt. Dann wird also das Integral (9.) 

(10.) JJ^q{q—qo)abdudf> =y*^^?- 

Wenn nun das Integral V ein Minimum sein soll, so muss das Integral (10.) 
verschwinden, und da in dem einfachen Integral auf der rechten Seite dq 
ganz willkürlich ist, so kann dieses Integral nur unter der Bedingung ver- 
schwinden, dass am Rande allenthalben die Bedingung erfallt ist: 

Oft 

Demnach haben wir unser Problem auf die Integration eines Systems 
von partiellen Differentialgleichungen zurflckgeführt, welche gleichzeitig zu in* 
tegriren sind, und welches folgende Form hat: 



b dv , a du b dv b 'Su 



(11.) 



+ 



5f> ' OH de 



b dv , a du , . v 

"55 — + — di — = ^(9-qo). 



wozu die Bedingungen kommen, dass sowohl ^ als oi mit ihren ersten pap- 
tiellen Differentialquotienten im Innern des abzubildenden Flächenstflcks allent- 
halben stetig sind, und dass an der Grenze dieses Gebiets: 

(12.) «, = 0, -^ = 
werden. 

«. 3. 

Ich werde zunächst nachweisen, dass durch diese Bedingungen das 
Problem ein vollständig and eindeutig bestimmtes ist. 

Um diesen Nachweis zu fahren, nehme ich an, es seien fBr dasselbe 
Flächenstflck zwei Lösungen der Gleichungen (11.) mit den Bedingungen ge- 
funden: ^y io'; q", co". Dann müssen die Differenzen: 
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folgenden Gleichungen genflgen: 



(13.) 



^b dt 

dv 


• + 


d 


b dir 
a du 
ou 


„ o du'" 
^ b Öx> 


.4- 


d 


b^ 
a 


dt/" 
du 



= 0, 



= abf 



dt> du 

nebst denselben Grenz- nnd Steiigkeitsbedingungen wie oben. 

Multiplicirl man nnn die erste der Gleichnngen (13.) mit m"'äudv und 
integrirt Ober das ganse Gebiet, so erfaftlt man durch zweimalige partielle In- 
legration mit Rflcksichl auf die Grenzbedingungen: 



0-//^ 



Qa_dm^ ^^ dt/" 
,„, b dv ^_«::S«l4rf«rfe 



df^ du 

oder wegen der zweiten Gleichung (13.) 

=^abq"^äudf>, 

welche Gleichung, da ab wesentlich positiv isU nicht anders befnedigt werden 
kann, als durch die Annahme 

q"' = 0. 
Daraus folgt dann ferner durch eine ganz analoge Schlussweise aus der zweiten 
Gleichung (13.) 

to'" = 0, 
wodureh der Nachweis geliefert ist<^ dass die Gleidiungen (11.) i (1^0 »v 
eine einzige Lösung zulassen. 

Nachdem dieser Satz bewiesen ist, ist es auch leicht, den Beweis sa 
fuhren, dass der Werth der Constanten 9,,, welche in den Gleichungen (11.) 
vorkommt, ohne wesentlichen Einfluss auf das Endresultat ist. Nimmt man 
nimlich an, man habe zwei Functionen q', w' gefunden, welche die Glei- 
chungen (11.}, (12.) befriedigen, wenn man darin 9,1=^0 setzL so hat man 
bloss zu setzen q^q'+qo^ co = ai'/ wodurch die Gleichungen (11.) und (12.) 
in ihrer allgemeinen Form befriedigt werden. Man kann also unbeschadet der 
Allgemeinheit q^, = setzen , und hat dann nur nach der Integration q duck 
eine additive willkflrliche Constante zu vervollständigen, oder was dasselbe 
ist, man hat p mit einem willkflrlichen constanten Factor zu multiplidren, 
welcher constante Factor geometrisch eine Vcrgrössening oder Verkleinendig 
des ebenen Bildes im Ganzen bedeutet. Die Wahl des Ausgangspunktes auf 
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der Fliehe bei Bestinunung des Fehlers der Karle ist sonach ohne Einflnss 
auf die Bestimmung des besten Bildes eines FlAchenstackb. 

Um diese Resultate knrs und prlcis zusammen zu fassen, kanta man sagen: 
Die Aufgabe : ein gegebenes Fläcbenstflck auf eine Ebene in den 
kfeijtisteti Th^Hen Ahnflich und im Grossen und Ganzen mOgHchst freu abzu- 
bilden, ist eine bis auf yier willkürliche Conslanten völlig bestimmte, von 
welchen Constanten drei eine willkürliche Lage des Bildes in der Ebene, die 
vierte eiiio willkürliche Grösse des Bildes (etwa eine beliebige Ausdehnung 
in einer bestimmten Richtung) ausdrücken. Man kann diese vier willkürlichen 
Constanten auch z. B. dadurch bestimmen , dass zwei beliebigen Punkten der 
abzubildenden Fläche zwei beliebige Funkle in der Bfldebene entsprechen sollen. 
Die Gleichungen des Problems nehmen> eine einfachere Gestalt an^ 
wenn die abzubildende Oberfläche von der Art ist, dass es gelingt, überhaupt 
irgend eine in den kleinsten Theilen Ähnliche Abbildung derselben auf die 
Ebene zu finden. In diesen Füllen nämlich lassen sich zwei neue Variable 
Xy y als Functionen der allen ti^ e so bestimmen, dass sie die Gleichung 

identisch befriedigen. Wenn man nun die Variablen x, y an Stelle der alten 
Variablen u, e einführt, so erhält man die 'identische U mformong : 

P a öv n b dyß 
_bd^ a du _ ^ I öV . ^V 

di "^ du "~ m' ("3?"^^ 

und indem man an die Stelle von ^ in dieser Gleichung q und (o setzt, 
uehmen die Gleichungen (11.) dea Problems die einfachere Gestalt an: 

Hierin bedeutet q>{x,y) diejenige Function, welche man erhält, wenn man in 

dem Ausdruck 

i da .1 db 



■ ' fr de . a '3u 



+ 



ab ' dt du 



die Variablen u, e durch die neuen Variablen x, y ausdrückt. Die Grenz- nnd 
Stetigkeilsbedingungea bleiben durch die Einfahrung der neuen Variablen un-- 
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dm 

geändert, nur ist jetzt unter -^ die Differentiation nadi der Normale Aet 

Grensoorve sn verstellen, welche in der Ebene x, f geseiclmet anaonelinien ist 
Das System (14.) vereinfacht sich noch weiter, wenn man irgend ein 
partieulires Integral ^ der ersten Gleichung (14.) und ein particulSres Integnd 
w^ der Gleichung 



finden kann, welche nur denselben Stetigkeitsbedingungen wie die Functionen 
q und (o genflgen. Setst man dann: 

so erhält man das vereinfachte System: 

(15.) ä«'*^ "' 

wo jetat ausser den allen Stetigkeitsbedingungen an der Grense die Bedin-* 
gungen zu erfüllen sind: 

Ott £\ öa>* , ö«' ^ 

Solche particuläre Integrale lassen sich abrigens immer finden, nöthigen Falls 
durch die GV^eansche Methode. 

« 4- 
Die Form der Gleichungen (15.) zeigt, dass die vollständige Lösung 
des gestellten Problems fQr irgend einen bestimmten Fall, d. h. für eine ge- 
gebene Begrenzung auf einer gegebenen Oberfläche die Integration einer par- 
tiellen Differentialgleichung vierter Ordnung erfordert, welche man erhält, 
wenn man aus der ersten Gleichung (15.) mittelst der zweiten ^ eliminirL 
Diese Gleichung ist zwar linear, enthält aber veränderliche Coefficienten, welche 
nur von der Natur der Oberfläche abhängig sind, aber schon in den ein- 
fachsten Fällen, z. B. in dem einer Kugelfläche, eine ziemlich complicirte Ge- 
stalt haben, so dass zu erwarten steht, dass sich der Integration in den meisten 
Fällen bedeutende Schwierigkeiten in den Weg stellen werden. Diese Sch¥rie- 
rigkeiten fallen nur in dem einen schon oben erwähnten Fall weg, wo es 
sich um die Abbildung einer vollen Zone irgend einer Rotationsfläche handelt. 
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Die allgemeine Aufgrabe der Abbildung einer Rotationsfläche ist bereits von 
Lagrange in der oben citirten Abhandlung behandelt und gelöst. 

Ist die Gleichung der erzeugenden Gurve der Rotationsfläche 

WO I mit der Rotationsaxe zusammenfallen mag, so ist auch die Länge des 
Rogens e der erzeugenden Gurve, vom Pol der Rotationsfläche aus gerechnet, 
als Function von ^ gegeben, demnach auch | und 17 als Functionen der Bogen- 
länge r. Diese Bogenlänge e der Meridiancurve und den Winkel u^ welchen 
ein veränderlicher Meridian mit einem festen Meridian einschliesst, führt man 
als Goordinaten der Punkte auf der Rotationsoberfiäche ein. Für ein beliebiges 
Längenelement ds auf der Oberfläche erhält man dann die Gleichung: 

ds' = df>^+ri'du\ 

Da nun tj eine Function von e allein ist, so setzt man: 



fdv 

J ri 



und erhält: 

worin die Lösung des Abbildungsproblems enthalten ist. 

Die EinfOhrung der Variablen x^ y ergiebt fOr das hier vorliegende Pro- 
blem die Gleichungen: 



d'q 






Ist die abzubildende Flflcbe eine von zwei Parallelkreisen begrenzte Zone, so 
sind die Gleichungen der Grenze x = iEo, x = Xi\ far diese Werlhe muss sein : 

(17.) «,=0, 1^ = 0. 

Da sowohl 17 als -^ durch x allein ausgedrückt werden können, so ist die 

Annahme statthaft, q und cci seien ebenfalls von x allein abhängig; dann können 
die Gleichungen (16.) durch Quadraturen integrirt werden, und die vier dabei 
auftretenden willkürlichen Constanten können so bestimmt werden , dass die 
Gleichungen (17.) an beiden Grenzen erfüllt sind. 

Ist z. R. die Rotationsfläche eine Kugel mit dem Radius 1 , so ist r 
das Complement der geographischen Breite, u die geographische Länge, und 
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man erbiltr 

ri = a:= sine, 6 = 1, 

ohne Einfflhrnng der Variablen x und y werden hier die Differentialgleichungen 
für q und cd: 

dq 



dsinv 



daine 






dv 

— = wke, 



de 

g; = «8m«'* 

und an den Grenzen e = «o und v=ei: 

Daraus ergiebt sich: 

und die Integralion der Gleichung fflr co ergiebt die nöthigen Bedingungen 
zur Bestimmung der beiden Constanten k und C. Da q noch durch JBünza- 
fOgung einer beliebigen Constanten vervollständigt werden kann, so kommt 
es auf den Werth von C nicht weiter an. 

Von dem Werth der Constanten l aber hängt wesentlich der Charakter 
des Bildes ab. 

In dem Falle zunächst, wo statt der Kugelzone eine Kugelhaube ab- 
zubilden ist, welche den Pol selbst enthält, in welchem c^O ist, bat man 
nur zwei Grenzbedingungen. In diesem Fall aber mnsa wegen der Stetigkeit 
von q X = l sein , so dass dieser Fall auf die gewöhnliche stereographische 
Projection führt. Im Fall einer wirklichen Kugelzone, welche von den Pa- 
rallelkreisen f) = eo) r = fi begrenzt ist, erhält man für X folgenden Ausdruck: 

logtgjo.Biui9ei(o/log8int)«8tnodr-~/logtg|0log8inrainoih>/aiiiodp 

J^ __. J^J V, V, v^ 



«.^«■•^^^■w^^av^««!«« t 



(^/logig^eBiaedoj — /Oogtgic)'aiQf>tfü/siii9cto 



<'« 



Wenn man nach den Formeln des $. 1 die Coordinaten V, V des Bildes be- 
stimmt, so ergiebt sich: 
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V = C8inAii(lgif>)^ 

Die Parallelkreise werden also dargestellt durch concentrische Kreise und die 
Meridiane durch radiale Linien, wie bei der stereographischen Projection, nur 
mit dem Unterschied, dass man zur Darstellung eines BreitentKreises keinen 
vollständigen Kreis in der Ebene braucht, sondern nur einen Bogen X.2n. 
Man kann das Bild also entwerfen auf einem geraden Kegel, dessen Kanten 
mit der Axe den A^inkel arcsinl bilden, auf welchem die Meridiane durch die 
Kanten und die Breitenkreise durch die vollständigen Kreisschnitte des Kegels 
dargestellt werden; dieses auf dem Kegel entworfene Bild hat man dann auf 
die Ebenen abzuwickeln. 

Diese Art iet Abbildung stimmt bis auf den Werth von l mit der 
von Gauss angegebenen besten Abbildung einer Kugelzone auf die Ebene 
überein. Unser Werth von l geht in den von Gauss gegebenen Aber untet 
der Voraussetzung, dass die Kugelzone so schmal sei, dass man ohne erbeb- 
lichen Fehler an die Stelle der Integrale in dem Ausdruck fdr l die arith- 
metischen Mittel der Grenzwerthe der unter den Integralzeichen stehenden 
Functionen multiplicirt mit dem Integrationsintervall setzen kann. 

Heidelberg im April 1867. 
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lieber ein Problem der Forstwissenschaft. 

( Voü Herro A. Clebieh zu Gieseen.) 



JJer Umstand, dass an der biesigea Universität aach die Foratwüsea 
Schaft Torgetragen wird, hat mich zar Kenotniss eines Prolilems gelange 
lassen, dessen Lösung, wie mir der Vorstand des Forstinstitates, Professo 
Dr. Guttat Heyer, mittbeilte, fflr die Forstwissenschaft von grosser Wichtig 
heit ist, und welche zugleich mathematisch nicht ohne Schwierigkeit and In- 
teresse ist. Dieses Problem findet sich angegeben in der „Waidertrag» 
Begelang" von Carl Heyer, Giessen 1841, §. 48, und zerfallt in zwei Fragen 
Die eine derselben bezieht sich daranf, ob und in welcher Weise allmftlig ei 
bestimmter Zustand des Waldes herbeigeführt werden könne, wenn man den' 
selben hinreichend oft nach einem bestimmten Systeme abholzt, wobei natOr 
lieh vorausgesetzt ist, dass am Ende Jedes Jahres nur der jfthrliche Zuwach 
geschlagen wird, und dass stets an die Stelle eines gefflllten Baumes sofoi 
ein anderer von dem Alter Null gesetzt wird. Die Zeit jedes Abtriebes it 
von der Art der Bestfinde abhängig, mit denen er begonnen wird, und findet 
sich daher bis zu jedem folgenden Abtriebe. Findet man nun, wie sidi zeigei 
wird, dass die beim Beginne der verschiedenen Abtriebe vorhandenen Anfangs- 
zustflnde sich allmfilig einem ganz beslimmten Zustande nfibern, so muss aocl 
die Dauer des Abtriebes sich allmfilig einer festen Grenze, der normalen Um- 
triebszeit, nfibern, und in der Ermittlung dieser besteht die zweite Frage. 

Um Differentialrechnung anwenden zu können, nehme ich an, dass nich 
nur am Ende jedes Jahres, sondern in jedem Augenblicke der in einem sol- 
chen entstehende Zuwachs geschlagen wird, wodurch die in Wahrheit sprung- 
weise vor sich gehende Yerfinderung der Zustfinde in eine stelige verwände! 
wird. Diese Abfinderung wird an die Wirklichkeit eine um so grössere An- 
näherung geben, je grösser die Umiriebszeit ist, je kleiner also die Zeit eine 
Jahres der ganzen Dauer eines Abtriebes gegenüber erscheint. 

Die Besultate der Untersuchung sind folgende: 

1. Der Anfangszusland des Waldes nfihert sich in der That allmfitif 
einer bestimmten Grenze, welche znr Folge hat, dass jeder Baum in gleichen 
Alter geffillt wird. 
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2. Die Umtriebszeit, weicher die Dauer des Abtriebes sich mehr und 
mehr nähert, ist als einzige reelle Wurzel einer transcendenten Gleichung 
vollkommen und eindeutig bestimmt. 

§. 1. 

Zustände während des ersten Abtriebes. 

Ich denke mir die Waldfläche in unendlich viele unendlich kleine 
Streifen getheilt, welche beliebig gekrflmmt sein können, deren jeder nur Holz 
von gleichem Aller enthält, * und deren jeder in einem Zeitelement dt abgeholzt 
zu werden bestimmt ist. Den Flächeninhalt des Streifens verwandle ich in 
ein Rechteck hdx^ und indem ich die Elemente dx in der Folge, in welcher 
die Streifen abgeholzt werden sollen, auf der X-Axe antrage, erbalte ich fär 
jeden Streifen eine Abscisse x, während alle Streifen die Strecke von bis 
/ auf der JT-Axe bedecken, wenn hl die ganze Waldfläche bedeutet. 

Die auf dem Streifen hdx befindliche Holzmasse bezeichne ich durch 

hydxy wo y (Yorrath fflr die Flächeneinheit) eine Function von x ist, welche 

im ersten Augenblick bei gegebenem Zustande des Waldes gegeben vorliegt. 

Bezeichnet man zur Zeit t das Alter des Holzes auf dem Streifen x durch u, 

durch B den (überall gleich vorausgesetzten) Bodenwerth der Flächeneinheit, 

durch p den Frocenlsatz, nach welchem der Wald sich verzinst, so wird der 

Geldwerlh des Vorraths nach der Methode der Zinseszinsen berechnet mit 

Hülfe der Formel: 

j, = 5(1,0p--.l)=5(e-~l), 

wo 

m = lognatl,0;i. 

Betrachten wir nun den Verlauf des ersten Abtriebes, welcher zur Zeit 
1 = beginnt. War im Anfange des Abtriebes das Alter der Bestände an 
der Stelle x durch to (Function von x) gegeben, so ist zur Zeit t an den- 
jenigen Stellen, bis zu welchen die Abholzung noch nicht vorgeschritten ist, 
tf=:/4-/^; an denjenigen Stellen aber, welche schon zur Zeit t abgeholzt sind, 
ist u = t—T; dabei ist r eine unbekannte Function von Xy welche ausdrückt, 
zu welcher Zeit an der Stelle x geschlagen wird. Bezeichnen wir nun durch 
I den Ort, an welchem zur Zeit / geschlagen wird, so dass t, S in derselben 
Beziehung stehen wie t, Xy so hat man 

zwischen a: = und o: = f : y = 5(6"*^'''^^— 1) , 
zwischen aj = ? und x^l : y = jB(e*^'+'»^— 1). 
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Der gesamoite Vorrath, weicher durch KU beseichnet werden aoU, war an- 
fangs durch die Formel 

(1.) Khl=^hf'ydx, K^^{f^^^dX'-i) 

i) 

gegeben. Derselbe muss stets unverändert bleiben, daher hat man auch zur 
Zeit / die Gleichung: 



= * (/'V^'-^>rfa:4y*V('^**^rfa?--/), 



« 5 

oder indem man die Grösse 

(2.) e =. * 



einfahrt, welche fQr alles Folgende charakteristisch ist: 

(3.) ^ = 6*' [Pe-^dx 4- / V'- dx \ . 

Diese Gleichung bestimmt die Abhängigkeit von t und f^ oder die Geschwin- 
digkeit, mit welcher die Abholzung vorschreiten muss, um den Vorrath stets 
unverändert zu erhalten. Differentiirt man (3.) nach ty und bemerkt, dass fttr 
x=^'§ r m t äbergeht, so hat man : 

wo auch in Ai x durch ^ zu ersetzen ist. In dieser Gleichung kann man |^ 
t mit Xy r vertauschen, und findet dann fflr r die Differentialgleichung: 



de-^ 



T 



^ = e(e— -e-'O. 



Dies ist «ine lineare Differentialgleichung fflr e~*^,* man findet aus derselben: 



Die Constante C bestimmt sich daraus, dass der Abtrieb zur Zeit f = bei 
a: = beginnen soll; man bat also r = fflr a: = 0, daher C=l. Und die 
Schlagzeit r fflr die Stelle x ist also durch die Formel gegeben: 

(4.) e-"^ = e^\i--f/ e *" ' dx\. 



Diese Formel liefert die Zustände während des ganzen 'ersten Abtriebs. Das 
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Ende desselhen erfotgt zur Zeit T (Dauer des Abtriebs), wenn an der Stelle 
x^l geschlagen wird, und man hat also für T die Formel? 

(5.) e-^ - e* jl— f /'/'•"'^rfJ . 

Diese Formeln enthalten ausser dem Prozent (fi} = log 1,0p) und dem An- 
fangszustand {Q nur die Zahl e, welche ein positiver echter Bruch ist, und 
den Quotienten des Bodenwerths durch den Gesammtwerth des Waldes (Bo- 
denwerth + Bestandswerth) darstellt. 

§. 2. 

RecursioDsformel für die Anfangszustände. 

Zur Zeit T, am Ende des ersten Abtriebs, ist das Alter der Bestfinde 
durch die Function 

dargestellt, und zwar fflr alle Werthe von x = bis x = L Mit Benutzung 
von (40) (5.) bat man 



^ = /(-f) 



(6.) --'• - -^^~^> 



u 

Die Function ti giebt zugleich die AnfangszustSnde fDr den zweiten Abtrieb, 
und übernimmt für diesen genau dieselbe Rolle, welche iu bei dem ersten 
versieht. Wendet man also die Formel (6.) an, indem man fi an Stelle von 
^ setzt, so erhält man an Stelle von ti die Function ^2 für die Bestandalter 
im Anfange des dritten Abtriebes; setzt man ^ für /,), so findet man <3, die 
Function für die Bestandalter im Anfange des vierten Abtriebes u. s. w. Die 
Formel (6.) ist also eine Recursionsformel zur Bestimmung der Functionen 

welche die aufeinanderfolgenden Abtriebe characterisiren. Ich werde an Stelle 
dieser Formel eine directe Bestimmung von t^ setzen, und werde dann zeigen 
welcher Grenze diese Function mit wachsendem n ^icb nftbert. 

Um diese Untersuchung bequemer führen zu können, führe ich an 
Steife von t^ die Function 

(7.) y,.(x) =, e-'"-*^-T) 
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ein. Hit Benatzang derselben yerwandelt sich (6.) in die folgende Formel, 
welche znr Ableitung von ^.^i ans V« dient: 



1 



(8.) V,+,(a?) = 



u 



u 

wo 

(9.) * = «c-. 

Ans der Formel (8.) Folgt, dass fflr ii>>0 immer \p^{}) = \. Setzen wir 

(10.) v.(^) = ff-, 

80 gebt (8.) Ober in 



Die Functionen x(^) ^^^ ^^^ (^0.) nur bis auf constante Factoren bestimmt; 
wir können diese willkärlicb bestimmen, indem wir an Stelle von (11.) die 
Gleichung setzen: 

(12.) •x.+.(*) = X.(/)-t/'^(^)'^- 

u 

Hierdurch ist die Gleichung (11.) befriedigt; die- Functionen /. aber sind mit 
Hfllfe von (12.) völlig bestimmt, sobald Xo(^) gegeben ist. Ich nehme an, dass 
j^Q = %ff^^* wir haben dann die folgende Reihe von Gleichungen: 

Xr{x) = 1— 7-/'v«(f)rfl, 

u 

Ix3(a:) = x.(/)-t/'^»(^)<'^> 



Bezeichnen wir jetzt durch (p{x^^) die Reihe: 

(14.) (p{x,ft) = l+;fi(a?)y+Xa(a?)-^+Zs(a?)^+-, 
so können wir die Gleichungen (13.) in die eine zusammenfassen, welche 
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entsteht, indem man dieselben der Reihe nach mit 1, -^, -rr ^tc. mnltiplicirt : 
(15.) i:{y(a;,.)-l} = y(/,»)-y/'(Vo(^)+9'(f,»)-l)«^. 



Diese Gleichung dient znr Bestimmung von (p. Differentiirt man dieselbe nach 
x^ so erhält man fBr (p die Differentialgleichung 

aas welcher 

y(aj,») = l+e"^Z--y-yV~^Vu(f)rfl- 

u 

folgt. Die willkürliche Constanle Z, welche hier von s abhängen kann, be- 
stimmt man ans der Gleichung 

9>(0,»)-l = yyC/,»), 
welche entsteht, wenn man in (15.) a; = setzt. Man findet dann 



Z = 










und daher 



(p{x,%) 



» -Ä 



^'^^ \= 1+^^ ^^^ Je "^tf;,{§)dS~f e ^y^o{S)dS. 

Die verschiedenen Functionen Xn entstehen als Coefficienten der Entwicklung 
dieser Function nach aufsteigenden Potenzen von b, und man beweist leicht 
a posteriori, dass die Coefficienten der Entwicklung von (16.) den Gleichungen 
(13.) wirklich genfigen. 

Den Ausdruck (p kann man auf die einfachere Entwicklung der Function 



XX 



(17.) d(ar,») = X,(a.)^+A,(aj)p-+-=iE^pr 
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zurückführen, indem man ^etzt: 

U 

Führt man hier für & und fQr e "^ ihre Reihenentwicklungen ein, so er- 
giebt sich durch Vergieichung der Coefficienten 

(18.) x.i^)=X.ix)- JLf' x^,{l^x-^)Um-tr^i^if\^~^)^^^ 



Qud daher 



V.(aj) = e ^ " 



(19.) J^(^)-T/^-»c'+^-öv'.(«)«-exi;;-ry3-«)--v/ö^ 



U (I 






u 



Die Untersuchung der verschiedenen AnfangssnstAnde ist hierdurch auf die 
Bildung der Functionen X zurückgeführt. 

§. 3. 

Bildung und Umformung der Functionen JK»(x). 

Die Functionen X^{x) sind ganze rationale Functionen von x. Setzt man 

also 

d(a5,a) = »(«j+«j»4-«,»»4-....)(l~^4..1^_4....), 

so hat man 

'•(~t)"~ "«(-t) "— »(~t) "— *(~t) 



Da femer 



1 1 . «r-* . »'e-** 



— »e-* "" k "*"nP ^ 



* I * /^4 » I »* ^ . *V4 2« , (2»)* \ . 



so haben die Coefficienten a folgende Werthe: 
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1 

«1 = ir^ 



«4 = 



a, = 



k 
1 

1 1 



t' l.ik*^ 



_ i 2,1 

^4 — Tr"~T"Tf + 



i,k* ' 1.2.*» ^ 



«A -p- i.ikA-1 ^ 1.2.ik*-» rX3TF^^ ^'^ *^ • 1.2...Ä-2.*» 

Diese Formeln geben sofort die vollslfindige Darstellung der Functionen X^. 
Aber es ist in dieser Form nicht möglich, zu äbersehen, welcher Grenze 
dieselben mit wachsendem n sich nahem. Hierzu fflhrt die folgende Umfor- 
mung derselben. 

Die Functionen X entstanden als EntwicklungscoefBcienten der Reihe 
&{XyB). Aber diese ist nur dann eine Function im eigentlichen Sinne, wenn 
sie convergirt, also fflr solche complexe Werthe von ifc^ ffir welche der 
Modul von &e^' kleiner als k ist. Ich werde weiter unten zeigen, dass die- 
jenige Wurzel der Gleichung 

deren Modul der kleinste ist, die reelle und evidente Wurzel e ist. Setzen 
wir also si = u+v^—i^ so convergirt die Reihe S' in der u^ e Ebene innerhalb 
eines Kreises, dessen Radius kleiner als e ist. Man kann daher die Function 
&{x,^^ wenn C innerhalb dieses Kreises liegt, als bestimmtes Integral de- 
finiren, mit Hälfe der Formel: 



/ 






wobei das Integral in der u, e Ebene aber eine geschlossene Curve genommen 
wird, welche alle Wurzeln der Gleichung k^sie"* ausschliesst, den Punkt 
t aber einschliesst. Und es wird also 






das Integral kann aaf einen unendlich kleinen Kreis am den Punkt ^ zasam- 
mengezogen werden. Man kann aber dieses Integral auch durch die Samme 
der entgegengesetzt genommenen Integralreste fQr die verschiedenen Wurzeln 
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der Gleichung k^ze"* verwandeln, welche innerhalb eines sehr grossen 
Kreises mit dem Radius R liegeli , vermehrt um das Integral der oben inte- 
grirten Function über diesen Kreis selbst. Die Wurzeln der transcendenten 
Gleichung, welche innerhalb dieses Kreises liegen, seien (T|, cTs, ... o^. Der 
Integralrest fflr a. ist 



xa. 

a 



A^-'r) 



e * e 



man hat also 

(20.) 9{.,l) ^ -Xl-;JL^^+^f^^, 

worin das Integral Ober den Kreis R auszudehnen ist. 

Wenn, wie hier vorausgesetzt wird, der Modul von ^ kleiner als b ist, 

so ist er um so mehr kleiner als R. In dem Integral kann man also — -s 

nach aufsteigenden Potenzen entwickeln, und man erhält dann dasselbe in der 
Form: 



/- 



xz 



F^(T+f+& •••)*• 



Ich werde zeigen, dass wenn x ein von Null verschiedener echter Bruch ist, 
die Function 



e 



xz 

l 



auf dem Kreise verschwindet, bis auf einen unendlich kleinen Theil, in wel- 
chem sie endlich ist; nur bei x = wird sie auf einem endlichen Theil des 
Kreises endlich. Die Functionen also, welche mit ^^ ^^ etc. multiplicirt sind, 
nfihern sich fflr grosse R an jeder Stelle des Kreises der Null. Man schliesst 
daher, dass fflr grosse m das Integral in (20.) immer ausgelassen werden kann, 
und dass man also setzen kann: 

(21.) »M) = ~ts ^SnZ-i-> ' 

ausgenommen für x=-0. Entwickelt man aber nach Potenzen von ^, so hat man 

«. (i- f ) 

und diese Formel ist selbst für x=^0 dem Obigen zufolge immer richtig, aus- 
genommen bei it = l, wo fDr (r = eine Ausnahme eintritt. 
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Was nun die zo beweisende Eigenschaft der Function 



xz 



* — »«-* 
angeht, so convergirt dieselbe, da x positiv, für grosse Werthe von js offenbar 
gegen Nnll, sobald nur der reelle Theil von z negativ oder Null ist; dann 
kann die Function mit Yernachlfissigung von k durch 

ersetzt werden, was offenbar fOr grosse A verschwindet. Wenn dagegen der reelle 
Theil von js positiv ist, so kann man der zu betrachtenden Function die Form 

- C-f) 



geben, und js gegen ke'' vernachlfissigen, so dass die Form e "^ erscheint, 
welche abermals gegen Null convergirt. Ausgenommen sind nur Werthe von z, 
für welche der Modul von e^ mit dem von z vergleichbar wird. Zwar wird der 
Nenner nie zu Null, wenn nur, wie hier immer vorausgesetzt wird, der Kreis 
R nie durch einen der Punkte a geht; daher wird auch die Function auf dem 

Kreise nie unendlich. Aber sie wird endlich, wenn der Modul yu^+9^ von 

s = «+© |/— 1 mit c" vergleichbar ist. Dies kann für grosse Werthe von -^u^+p^ 
nur dadurch eintreten, dass u relativ klein gegen v ist. Setzt man also 
u = rcos(py e==rs\nq), und verwandelt dadurch das Integral in ein nach (p 
von bis 27i genommenes, so verschwindet die zu integrirende Function 
immer, ausgenommen Werthe von q>, welche unendlich wenig kleiner als ^n 
oder unendlich wenig grösser als ^n sind, was zu beweisen war. 

§. 4. 

Eigenschaften der Gleichung k = »e~*. 

Die transcendente Gleichung, auf welche die obige Untersuchung fahrt, 
hat, da Ä = €ß~% die evidente reelle Wurzel « = 6, welche der Voraussetzung 
nach kleiner als 1 ist. Die übrigen reellen Wurzeln findet man als die Ab- 
scissen der Funkte, in denen die Curve 

y = 6* 
von der durch den Anfangspunkt gehenden Geraden 

X 
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geschnitten wird. Nun hat die Cnrve y^e' stets dieselbe Art derKrttmmong; 
sie nähert sich derAxe — F asymptotisch, und ihre Tangente nfihert sich mit 
wachsendem x der Vertikalen. Die Tangente endlich, welche vom Anfangs- 
punkt an sie gezogen wird, hat die Gleichung 

y = ex; 
fflr den Berührungspunkt ist a? = 1, y ^ e. 

Da nun stets -r- > ^5 so schneidet die Gerade y ^-r die Curve y = e*" 
zweimal; und zwar einmal mit kleinerer, einmal mit grösserer Abscisse, als 
die des Berührungspunkts der Tangente, welche gleich 1 war. Die tran* 
scendente Gleichung hat abo nur zwei reelle Wurzeln ; die eine, b^ ist kleiner, 
die andere grösser als 1. Man hat also den Satz: 

/. Die transcendente Gleichung ee'^^ = se^* haty tcenn €<Zi^ amser 
der evidenten Wurzel is = e nur eine reelle Wurzel y welche stets grösser als 
1 ist. Sie nähert sich mit s der 1, und wird unendlich gross, wenn e sich 
der Null nähert 

Um die imaginären Wurzeln zu discutiren, setze ich 

Ä = ii+t?}/— 1; 
die Gleichung zerlegt sich dann in die beiden: 

(23.) !« = *^"''o»«'> 
f e = Are" sin r. 

Da die conjugirten imaginären Wurzeln sich nur durch das Vorzeichen von e 
unterscheiden, so genügt es, positive e zu betrachten. Für solche ist nach 
der zweiten Gleichung (23.) auch sin 9 positiv, zugleich 

e = T-' — ~ —' > ^9 

ksmv Bin« c ^ 

also auch u positiv und grösser als e, daher endlich nach der ersten Glei- 
chung (23.) auch C0S9 positiv. Die Werlhe von e liegen also in den Inter- 
vallen 2m7i bis —K—^ (i» = 0, 1, ...). 

Nehmen wir einen Werth von e als gefunden an, so finden wir fflr 
dazugehörige u die Gleichung 

u = &e"cosf. 

Wir finden daher diesen Werth als Abscisse eines Schnittpunkts der Cnrve 
y = e* mit Jer Geraden 

^ "" /reo»« 
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Diese Gerade bildet gegen die X-Axe einen grössern Winkel als die oben 
betrachtete; daher ist die Abscisse des einen Schnittpunkts kleiner als e^ die 
des andern grösser als die reelle Wurzel der transcendenten Gleichung^ Die 
erstere kann hier nicht die Grösse u liefern, welche grösser als e sein sollte; 
daber hat man ferner den Satz: 

//. Die reellen Theile der imaginären Wurzeln von Ar = js e"' 9ind 
stets positiv und grösser als die von c verschiedene reelle Wunel der Gleichung. 

Was die imaginären Theile der Wurzeln angeht, so können dieselben 
nach dem Vorigen nur in den Intervallen 

. . . ^71, 2n. . . |7r, 471 ,. . f ti, etc. 
liegen. Es entsteht die Frage, ob in jedem dieser Intervalle Werthe von v 
liegen, und wie viele. Um dies zu untersuchen, eliminire ich aus (23.) die 
Grösse u. Man erhält dann für v die Gleichung: 

Die Wurzeln dieser Gleichung betrachte ich als Abscissen der Schnittpunkte 
der Geraden y = Ar mit der Curve 

X 

Nun folgt aus dieser Gleichung 

dy -j~- (ag — Binageosa?)* + sin^a? 

« — "~" e * • • • 

dx X %\nx 

In den oben angegebenen Intervallen ist dieser Ausdruck stets negativ; daher 
ffillt die Curve in diesen Intervallen beständig; es kann daher in jedem nur 
einmal y = k werden, also in jedem nur ein Werth von r existiren. Setzen 
wir nun die Grenzen der Intervalle ein, so finden wir: 

aj = : y = e, 
a:=:27r: jf = oo, 
x = 471 : jf s oo , 







n 




z 


X 




2 
5n 


'y = 
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X 




2 
9n 
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5«» 
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X 
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2 
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• • • 


9«' 



1 1 

Da nun T~!i>^^ so kann im ersten Intervall niemals Sf = -T- werden, wohl 

aber in jedem der andern. In dem ersten Intervall liegt also kein Werth 
von V, in den anderen je einer. Wir können die Intervalle noch beschränken. 
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indem wir statt der Grenzen -ö"^ '2'^ ^^' ^^^ entsprechenden Warsein der 
Gleichung 

einsetzen. Ffir diese wird immer 

cosl 

also kleiner als -^r-, nnd die Wurzeln e liegen also zwischen 2mjt nnd den 

entsprechenden Wurzeln der Gleichung S—^igS = 0. So haben wir noch 
den Satz: 

///. Die imaginärem Theile der Wur»elm der Gläehmmg k = «e~' liegen 
einzeln in den Intervallen 

2n . . . -5-, An . . . -5- , Qn . . . , etc. 

und eind jedesmal kleiner al$ die entsprechenden Wmneln der Gleichung 
|-6tg| = 0. 

Diese Eigenschaften beweisen alles, was oben benutzt wurde. Die 
kleinste Wurzel ist e; die übrigen liegen so, dass sie durch passend gewfthlte 
Kreise R getrennt werden können, und die Radien der letztem wachsen bis 
ins Unendliche. 

§. 5. 

Grense, welcher die untersuchten Functionen mit wachsendem 11 sich n&hem. 

Die in $. 3. zuletzt gegebene Form der Functionen X. ist sehr geeignet, 
um den Ausdruck zu ermitteln, welchem bei wachsendem n diese Functionen 
lieh nfihorn. Bezeichnen wir durch a die von c verschiedene reelle Wurzel 
der transcendenten Gleichung, durch a^ die übrigen, so ist 

i ,/,-JL) ,(.-^) «aO-t-) 

'- -* I (,-!)«» +^V c-i +^ a,-i W/t' 
Nun ial.niioh dorn Vorigen der Modul von -^ immer kleiner als 1; dahw 
iiAliitrt üloh (■--) mit wachsendem n der Grense Null, nnd man kann fttr 
n»\\r ({ruNito n die FunoUon A,(x) erseUen dnrch den AnsdrudK 
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Aach hier wird hoch das zweite Glied dem ersten gegenüber beständig iileiner; 
aber da, wie man sehen wird, die von dem ersten Gliede herrflhrenden 
Theile in den Functionen y/, (x) sich zerstören, so mnss man das zweite bei- 
behalten. 

Setzen wir den Grenzwerth von X^{x) in die Function x»(^) ein 9 so 
erhalten wir: 

'^■' { +4-/"(cÄ-+(Ä>)*'«'«* 

Nnn ist der erste Theil des von bis / genommenen Integrals mit Rücksicht 
auf den Werth von Vo (7.): 

Aber nach (3.) wird, wenn wir <=:0, and also auch S = setzen: 



Daher nimmt das nntersnchte Glied den Werth 



t 



(-t) 



an, nnd hebt sich sich gegen das erste Glied in x«(^) ''of' ^ bleibt also: 






?^(«)=-4^(t-fA"^v.(f)«)-Tä5=r/'(^rWfl«- 

u ü 

Das erste Glied rechts ist hier von dem Index n bereits unabhängig; das 
zweite nähert sich mit wachsendem n der Grenze Null. Denn ersflich wird 
jedes Glied des Integrals mit einer immer höheren Potenz des echten Bruches 

^ — multiplicirt; zweitens nähert sich auch der Ausdruck 

Jonnua fllr liathematik Bd. LXVn. Heft 8. 34 



263 Clebsch, über ein Problem der Faretwusensckaft. 



1.2...n— 1 

fortwährend mehr der Null, wenn man einen Werth von n erreicht hat, 
welcher grösser als a ist. Fär grosse n kann man also endlich setsen : 

Daher wird nun auch 



und endlich 



e " 



oder 






Diese Gleichung lehrt, dass die Abiriebe bei toac/isendem m 
von dem Anfangs^ustande des Waldes (/y) f^öUig unabhängig, und ihrem Fer- 
lauf nach völlig gleich werden, da ihre Anfangsssustände einander gleich sind. 

Setzt man diesen Ausdruck von l^ für ^ in die Formel (4.) 9 so er^ 
hält man fQr die Schlagzeit r bei dem aus grossem n hervorgehenden nor- 
malen Betriebe: 

also 



T+«. = 



m 



Es wird also jeder Baum in gleichem Alter gefällt; und dieses Aller, 

die normale Umlriebszeit , erhält man, indem man die von NuU verschiedene 
reelle Wurzel fi = a—e der branscendenlen Gleichung 

%e^ = ^+e 
JtircA log nat 1,0p dividirt. 

Die so berechnete Umtriebszeit ist etwas verschieden von derjenigen 
u, welche die in der Forstwissenschaft flbliche Formel 

liefert. Dieser Unterschied rOhrt davon her, dass wir nicht jAhrliche, sondern 



Clebsch, aber ein Problem der FareimiiteneckafU 263 

stetige Nutzung angenommen haben. Aber diese Differenz ist äusserst gering, 
namentlich wenn die Umtriebszeit einigermassen gross ist. Bezeichnet man 
die oben abgeleitete Umtriebszeit durch 7^ so ist unsere Formel 

t ■" r.lognatl,Op 

Nun ist 0,0p sehr klein, log nat 1,0p von 0,0p nur um eine Grösse verschie- 
den, welche von der Ordnung (0,0p)^ ist. Daher kann man auch setzen 

T = ii(l-ma), 

wo das hinzugefilgte Glied wegen des Factors m eine kleine Correction giebt; 
und man findet 

eine Grösse, welche um so kleiner ist, je beträchtlicher die Grösse der Um- 
triebszeit n ist. 

Die Formel (25.) stellt übrigens den einzig möglichen Anfangszustand 
dar, welcher sich stets unverändert bei jedem Abtriebe reproducirt. Sucht 
man nämlich aus (6.) eine solche Function A19 welche gleich ti ist, oder aus 
(8.) eine Function y/,^ welche gleich rp^^i ist, so sieht man zunächst aus (8.), 
dass diese Function ihrem Differentialquotienten proportional wird. Daher ist 
sie eine Exponentialfunction; dasselbe tritt daher bei 6"'* ein, und man kann 
setzen 

Fflhrt man dieses in (6.) ein, so findet man 

-4 = 1, «e^ = /u+€, 
was zu beweisen war. 

§. 6. 

Modificationen, welche bei Benutzung der einfachen Zinsrechnung eintreten. 

Bei der Methode der einfachen Zinsen, wird die Formel 

y = Ä(l,()p--1) 

ersetzt durch die Formel 

y = £.0, Op.tl. 

Man kann diesen Fall immer als speciellen Fall des vorigen ansehen, und 
zwar auf folgende Weise. Nehmen wir an, der Zinsfuee p sei w^endUeh kleim, 

34» 
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der Bodenwerth B unendüeh gross, ihr Produet aber emdUeh, vmd siwar gleich 
dem Producte eines fingirten endlichen Bodenwerths V mit einem fingirtem 
endlichen Procent p\ Dann erhftlt man ans der ersten Formel : 

y = fi(l+ti.O, Qp+^(0, Op)^..-!) = Bu.O, Op = ff.u.O, Op'. 

Für K erhält man nun den Ausdruck: 

IK = Bf\ig^^^ \)dx = Bpmt^dx = V. 0, Qp^Pt^dx, 

U 

welcher endlich bleibt. Aber da B unendlich gross wird, so hat man 

B . K 

unendlich wenig von 1 verschieden. 

Was nun die Vorgänge des ersten Abtriebs betrifft, so findet man an 
Stelle der Formeln (4.), (ö.), (6.) die folgenden: 

X ^„ X 



\ 4- /•* — J- 



ü 

X 



e /*' — T- 

T = -jy e ~todx, 

U 

Fttr den normalen Zustand hat man 

WO fi die von verschiedene Wurzel der Gleichung 

ee^ = fjL+e 

ist. Da nun e nahe an 1 rflckt, so rflckt nach §. 4 auch a^fi+e nahe 
an 1, und jU selbst ist also von sehr wenig verschieden. Wahrend man 
also bei der Berechnung der imaginären Wurzeln der transcendenten Gleichung 
ohne Weiteres £ = 1 setzen darf, so darf doch bei der Berechnung der reellra 
Wurzel dies nicht geschehen; vielmehr erhält man 



1 ^ K e^-1 

also 






2jr 
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Seist man dies in die Formel (26.) ein, so findet man 

i - ^^ f^i ^^~ ^^ (a ^\ 

Die Umtriebszeit ist also durch die Formel 

gegeben. 

Ich übergehe die bei den andern Punkten der Untersuchungen ein- 
tretenden Modificationen, welche leicht zu finden sind. 

Giessen, den 14. April 1867. 
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Sur Pordre des conditions de la eoexistenee des 
equations alg^briques ä plusieurs variables. 

(Par M. Samuel Roberts k Londres.) 



Xjo beaa memoire de M. Jonquiires sar les problemes de contact des 
courbes algebriques (ce Journal, Tome LXYI, cahier 4) me donne roccasion 
d'offrir des resultats auxquels, de mon cötö, je suis parvenu independamment 
en faisant usage d'un principe analogue ou plutöt identique. Les questions 
dont je ro'occupe, se rapportent ä Tordre des conditions necessaires poor que 
les equations donnees puissent coexister. Pour demontrer on pour deconvrir 
plusieurs theoremes relatifs a des fonctions generales (mais toujours algebriques) 
on substiiue au Systeme donne un Systeme de facteurs Unfaires. Par exemple, 
si S equations, renfermant k variables ind^pendantes, doivent avoir une So- 
lution commune, il est permis d'employer, au lieu de ces equations, S produits 
composes de facteurs lineaires, en observant que Tordre des conditions de 
coexistence ne peut changer de valeur ä cause de cette restriction. 

L'ordre d'un Systeme de conditions explicites, dont le nombre n est pas 
plus grand que le nombre des variables qu^elles renferment, est le produit 
des degres des equations de condition. Mais en cas que les conditions se 
trouvent implicites et qu'on introduise des systemes etrangers par notre pro- 
cede d'elimination , Tordre du Systeme sera le produit des equations derivees 
moins la somme des ordres des systemes etrangers. Par exemple, si Ton a 
simultanement 

(1.) Ax+By = 0, 

(2.) Ax +B'y = 0, 

(3.) A"x + B"y = 

et qu'on elimineo:^ y successivement entre (1.)? (2.) et entre (l.)? (3.X on aurales 
conditions ^ß'— ^'5=0, ^fi"— ^"Ä=0, en introduisant, cependant, le Systeme 
etranger ^ = 0, £ = 0. Pour obtenir Tordre net, il faut soustraire Tordre 
de ce dernier Systeme de Tordre des equations deriväes. Encore, si Ton a 
simultanement 
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(4.) Ax +By +Cz =0, 

(5.) Ax +B'y +C'z = 0, 

(6.) A'x +B"y +C"z = 0, 

(7.) A'"x + B'"y+C"'z =.0 

et qu'on elimine x, y, z entre (4.)9 (S.)) (6.) et entre {A.\ (5.), (7.) successivement, 
le resultat sera d'un ordre connu. Mais, le Systeme 

Ä' ff '^ C 

etant etranger, il faut soustraire Tordre de ce Systeme de celui que nous venons 
de troaver. 

Seit propose le Systeme lineaire 

Aix+Biy 

A2X+B2y 
A^x+B^y) = 0, 



A,x + B,y 

oik Ai^ A2^ . . . A^ sont constants, mais oä J?i, J?,, ••. B^ designent des 
foDCtions du degre a a Tegard d'autres variables, et qa'on demande rordre 
des conditions de la coexistence du Systeme, c^est-ä-dire des conditions ne- 
cessaires pour que les equations puissent avoir une racine commune. Dans 
ce cas, il est ais6 de montrer que Tordre demande est a^'. En effet, si Ton 
admet que Tordre des conditions relatives ä un Systeme de #—1. equations 
formdes d'une maniere semblable, seit a^"^ et qu'on considere 1^ le Systeme 
renfermant les #—1 premieres equations, 2^ le Systeme renfermant la premiere 
et la demiere des equations, on trouvera Tordre a*^^^ en prenant les ordres 
de ces systemes, savoir a*"^, a, et en multipliant Tun des resultats par Tautre. 

Le Systeme etranger est 

A, = 0, 

B, = 0, 
A2X-\rB2y 

Ayx + B^y \ ^ ^ 

A,_ix+B^.^y 
On Yoit la möme chose en eliminant Xy y entre la premiere et la seconde, la 
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premiere et la troisiime etc. des ^quations. En ce cas^ la correction gönörale- 
ment effective s'^vanouit, et uo facteur de Tordre du senl Systeme Umnger 
sera Fordre de {Ai=O^Bi=0)^ qoi est nul. On voit fadlement que la for- 
mnle est vraie poor # == 2, # = 3, ce qni dömontre la propositioii. 

Supposons maintenant que les lettres Ai^ A2^ . . . A^ dteignent des 
fonctioDS des degres f^i^ fh^ ^ * /^* pflr rapport aox variables secondaireS) et 
qae les lettres Bi^ B^^ ... B^ d^signent des fonctions des degris Tii+^y 
jtf2+a^ . . . fi^+a par rapport aux mömes variables. II est important d*ob- 
server que Tordre des conditions dont nous nous occupons, ne depend que 
des degrös des coefficients et qu'il ne depend point de leurs formes spicifiques. 
D'apres cela, on peut supposer que les coefficients de chaque iquation 
ApX-^-B^y^^O contiennent un facteur du degre fip par rapport aux variables 
secondaires. Dans cette supposilion, Tordre des conditions deviendra 

si Ton reprösente par £ {/i) la somme des produits des quantites /iifi^ • • • /^« 

p 

prises p ä py en faisant usage du rösultat pr^cödent. En effet, on voit qua 
le Systeme peut coexister en cas que t des equations prises arbitrairement 
coexistent, et que les fonctions s'evanouissent, par lesquelles on multiplie les 
öquations restantes. L'ordre particulier, qu*on obtient dans cette suppodtion 

est a*'^^£{fi\ et Tordre total s'exprime par £\cf''^£{fJ^)'\ si Ton fait usage 

d^une notation bien connue. Par consequent, la formule {A.) exprime Tordre 
cherch^ dans le cas general. 

Si Ton remplace fi^ par a+A^o 1^2 pc^i* tf+Z^^ /^s piu* a+/^3 6t ainai 
de suite, je remarque que Texpression {A.) peut se mettre sous la forme abregne 

le Symbole D iadiquant roperation 

et 4» etant ecrit ä la place de 

Je remarque aussi qae le resultat conservera la möme forme dans le cas on 
Ton substitue F an liea de\£(^), F' au lieu de £(fi), F" au liea de £{fs) 
et ainsi de suite, Substitution qu'on fait afin d'exclure des Solutions etrangeres. 
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Soit propose un Systeme de s equations lin^aires, renfermant Ar variables 
indöpendantes, savoir 

A2X+B2Xi + C2X^+'**+T2X„^i+V2Xt = 0, 
A,x+B,Xi + C,X2+'-+T,x,_,+ r^x, = 0, 



A,x+B,x^+C,x,+'''+Zx^r+V,x, = 0, 
les ordres des Ai^ Aj^ A^^ . ... A^, par rapport aux variables secondaires, etant 
Mi-i t^2^ f^s'i ••• f^ai ceux des fii, ^29 ^3^ •.. B^ etant iM|+«i9 i^2+«M 
^3+«M ••• ,'^«+«j; ceux des C^, C,, C3, ... C^ etant ^'1 + 029 .^2+«29 
."3+«29 ••• A^«+«2; et ainsi de suite, jusqn'ä Fi, Fj, ^3, ... Kt, dont les 
ordres soient ^i + a*, l^h+^k, fh+^k, ••• /^*+«*. 

En represenlant par Sp{a^) la somme des puissances et des prodaits 
de «1 , 0^2 9 • • • ^g d'ordre p^ je dis qne Tordre des conditions de la coexisience 
du Systeme propose est 

Admettons que cette expression convienne a un tel Systeme renfermant k—i 
variables independantes, et considerons d'abord le Systeme donne en excluanl 
les termes ViX/,, V2Xky ••• V^x^. Dans ce cas on a, par bypothese, pour 
Tordre 

s («*_o+s(«*-i)-2:(f^)+ s («i-i)-fC^)+---+S(a*.,)2;f^)+ -£ f/i), 

expression qui est de la forme 

(/?.) «rt"^" + «;i{/"+ «»iJ""' /"'+ etc. 
Hais, en tenant compte des termes exceptes, le Systeme secondaire dont nous 
venons de trouver Tordre a T^gard des variables secondaires, se trouve de 
Tordre 1 ä T^gard des quantites x^^i^ x„. Outre cela, il nous faut observer qu*en 
admettant x^^i^ Xk dans ce resultat, on admet toujours Tincrement ctj.'-ai.^i 
(il est permis de poser ai, >> 1x^^.1) a Tordre des coefficients affectes de x„ . 
Par exemple, soit donne le Systeme simple 

AiX-]rBiXi'\' Ci X2 
-^2^4"-B2*Pi~f"CIjir2 . 

-^3 flc+ A3 a?! + Cia?2 
A4X + -ßifl^i + C» X2 

Journal fQr Mathematik Bd. LXVIL Heft 8. 35 



270 Roberts, condUianM paur la coexistence de$ iqmtOiomt, 

on obtient le Systeme derive 

MB,x,+C^x;)-A,{B,x,^C,x;)\ =0 

Ä,{B,x, + C^)^A,[B,x, + C,x,)) 
doDi Tordre^ par rapporl aux variables contenoes dans les coefficients, est 

>i+."i+.'iO(«i+."i+/i3}(«i+iUi+/'4), c'est-a-dire aj+«lß'+a,ß"+^"; 
mais ii faat faire one correction de cei ordre, en substiluant 

En cas qoe celte quantiie ne seit pas decomposable en trois facteors nume- 
riques et entiers. trois equations a des indices entiers ne peuTent representer 
les conditions, tont de möme qne deux eqnations renfennant denx Tariables 
independantes ä des indices entiers ne penveut representer nn nonbre premier 
de points ä moins qn'ils ne se rangenl snr one droite. Maintenant, en con- 
siderant le Systeme binaire enlre x^i^ x^, on aponr Tordre des conditions de 
coexistence 

en ecrivanl, pour abreger, 4^' a la place de Texpression (ß.) et en indiq[nant 
par le Symbole D' foperation snivante 

v«»-«*-i) TiC-i+Ö"'''^ *~ *^'^ TIC«-*) "^ 






D n*est pas difficile de Toir qne ce resultat pent se mettre sons la forme 
(B.). Car on a, d'nne maniere symboliqne: 

E ***-• S, (a^O = E *»*-• {«Li+«r:|S,(««)+etc.+S,(«v,) J 

= a! + (C'Si {at-tj -r elc.+S, (a^,) ; 
et il resnlte de lä qn'on aura 

5L(a».,) = -i — i=i+-i ^S, («».,) +etc+SL,(a^) 



= V«(«*) 

en regvdant «*— cr^i comme eonstant. 
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Mais nous avons deja monlre que ia formale (B.) convient a un 
Systeme binaire; ce qui complele Ia demonstration. 

M. Sabnon est parvenu, par induction, au mime resaltat, en Tötablissant 
rigoureusement dans les cas oü *=*+2, # = Ar+3*). Au reste Ia formule 
est vraie, evidemment, pour «^A-fl. 

Designons maintenant par 

un produit de e facteurs d'uue forme semblable a celle qui se trouve repre- 
sentee. Si Ton a le Systeme simultane 

Pn^{A,X'^B,x, + C,x, + ^'^ + T,Xi^^'\rV,x,) = 0, 
.P^{A,x^B^x, + C2X^+^''+T^x,^,+ V^x,) = 0, 

les lettres A^^ A^^ ...; J?i, £2, ... etc. conservant leurs significalions pre- 
cedentes, et qu^on propose de trouver Tordre des conditions necessaires pour 
que ces equations puissent avoir une Solution commune. 
On a, tout d'un coup, pour Tordre cherche 

Car on peut former m^m2...m^ systemes lineaires distincts en prenant toujours 
un facteur de chacune des equations. Or, si Ton döveloppe les produits, on 
obtiendra des fonctions dans lesquelles les coefBcients des a:***, xT*^ ... x"^* 
seront des ordres mi.Ui, nhth^ ... m,//^ respectivement, ceux des ac'^^'j?, , 
a?"^*iCi, ... x'^'^^Xi seront des ordres mi,a|+Ä|, nh/h+^n ••• ^*A^5+«n ©* 
ainsi de suite. 

Donc, en mettant li au lieu de mi/ii^ in au lieu de iih/U2) etc., je dis 
qa*on aura pour Tordre propre a un Systeme geniral la valeur 

(C.) m.«,...m;T(S(«.)^,(-^)) 
ou, ce qui revient au möme, 



*) Voyez 868 yLessons introduetorj to the modern Higber Algebra*, Edition 
seoonde, p. 229. 
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En cas qüe --^ soit un nombre fractionnaire, on peut obaerver qa'on 

obtiendra le möme resultal en distribaant Tordre l, entre lea facteara d^ime 
maniere quelcoüque afin d'eviter les expressions fractionnaires. U est ne- 
cessaire, seulement, que les increments ai, 02^ <^y^ etc. demeurent les möines 
dans tous les facleurs. 

AppliquoDS toat de suite la formule (C.) a un exemple. On propose 
de trouver Tordre des condilions necessaires ponr qu^une courbe algebriqne 
puisse poss^der nn point de rebronssement. 

Soit Ur = reqnation de la courbe, u^ etant une fonction du degri r, 
homogene a Tegard des coordonnees trilineaires x, y, s. Supposons, de plus, 
que le coefficient du terme affecte de x'' contienne d'autres variables au degre 
()^ et que Tordre du coefficient d'un terme quelconque eprouve les increments 
«iv <X2 toutes les fois que le terrae est affecte de y, % respectivement, en sorte 
que le coefficient de x'^^y est de Tordre (> + aj, celui de x^^y*^ esX de Tordre 
(>+<^i+2a2 9 et aiusi de suite. 

11 faudra que les coordonnees d'un point de rebronssement satisfassent 
aux äquations 

^^•^ ite "" dy ^ & ~ 4c« dy* \dxdy) "" 

Ainsi, meltons dans la formule {C\) #==4, Ar = 2, r— 1 au lieu de iHi, «la, 
m, respectivemenl, 2(r— 2) au lieu de 1114; Qj Q+cli^ Q-^-^i^i 2(>+2ot| au lieu 
de .U|, /ia, /U3, jLi^. De cette maniere on obtient Tordre des conditions de 
coexistence sous la forme 

Mais il fnut observer que les coordonnees d'un point double silue sur la droite 
(« » 0) satisfcront aux condilions {y.). Par consequent, on doil soustraire 
Tordre qui appnriient a ce cas. 

On a, par rapporl k un tel point double, 

dUr __ dUr __ dUr __ _^ 

da? "~ c/y "" d« "" "" * 

L^ordro de ce Systeme est par (C.) 

(ft.) (r-I)(3p' + 2(at + «2)(> + «,aa)+(r-l)'(3(i+a, + aO«i+(r--l)'«J. 
Nous devons proudro le double de ce resultal parce qu'il se rapporte a un 
point double. Knfln, on a 
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(c.) 



;(a.)-2(60 = 12(r-l)(r^2)pH8r(r--l)(r-.2)(a,+«,)p 

ce qai est Vordre cherch^. 

Pour donner un autre exemple de rapplicalion de la formale generale 
que nons venons d'etablir, on propoae de troaver Tordre des conditions nd- 
cessaires pour qu^une sorface algebrique puisse posseder an point double tel 
que le cöne taugent soit composd de deux plans (c^est-adire le point doubld 
doit ötre bi-planaire). 

Seit Fr = Tequation de la surface, Vr itant une fonction du degr^ 
r, bomogene a Tigard des coordonnees quadri-planaires x, y, »^ w. On aup- 
pose que le coefficient de x'' est de Tordre q a T^gard d^autres variables et 
que les increments des ordres des coefficients par rapport i y, »y w sont Oj, 
02, »3 respectivement , en sorte que Tordre, par exemple, du coefficient de 
x'"'*yg!^w seit (> + ot, + 2a2+a,. Les conditions auxquelles les coordonnees 
d*un tel point double bi-planaire doivent satisfaire, sont 

dVr dVr dVr dVr 



^ '^ dx dy ds 

la lettre H etant ecrite pour le döterminant 

dxdy ^ 
d'Yr 



dxdy ^ 

d'Vr 
dxdi^ 



dw 



dxd% 

d^Yr 
dyd% 

d^Vr 



= J5r=o, 



dyd% ^ ds* 



Par consequent, nous devons mettre dans la formale (CT'.) # = 5, Jr = 3, r— 1 
au lieu de ifii, m^, fi}) m« respectivement, 3(r— 2) au lieu de itss, ^^ 9+<Xm 
^4-029 (>+^39 3(>+2ai4-2a2 au lieu de ^i, /f^i i^si /^i? A'ft- U resulte de la 
que Tordre du Systeme se met sous la forme 

3(r-lf(r-2){6p'+3(a,+ a2+a,)(>+a,a,+ai«3+«a«,} 

+ (r -1 )' (4(> + «1+ «2+ «,) (3(> + 2a,+ 2a2) 
^^^' ^+(«i+a2+«3){(r-l)'(3(i+2«,+2a2)+3(r-l)V-2)(4(i+a,+c^+ 

+ 3(r-.l/(r^2)(aJ + «2+«J+«i«2+«,a3+«2«3)- 

Mais il faut observer que les coordonnees d*un point double situe dans le 
plan {u = 0) salisferont aux conditions (d.). Par consequent on doit soustraire 
du risultat obtenu ci-^dessus le double de Tordre propre au systöme 
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dVr dVr dVr dVr a 



dx dy di dfo 

En ineltant dans la formule (C.) « = 4, Ar=:2, et en substituant r— 1 ä la 
place de Uli, 191), füs, m4 respecti vement , q^ (>+«n 9 + ^^ (f + ^y ci Ici place 
de /t|, U29 /^S9 /^4 respectivement, on aura 

l (r-l)^{6p'+3(«i+a2+as)e+«icrj+ai«s+a««s} 

Bnfin, on trouve 

(^0 )+rCr--l)'(r-2)(3r+2)(ai«.+«,«3+«2«3)+3Kr-l)\r^^ 
ce qai est Tordre cherche. 

Le rodme procede que nous venons d^employer peut s^etendre au cas on lea 
systemead'equations doivent avoir deux ouplusieurs Solutions distinctes communes. 
Prenons le Systeme 

P^iA^x+B^x.+C^x,) =r Q, 
P^{A,x+B,x,+C,X2) = 0, 

en supposant que Ai^ Bi^ C^ designent des fonctions des degrös — , ^+<<i9 
—+«2, que -^2, ^29 Gl designent des fonctions des degres ^, — +«m 

fll| fH. M| 

^+a,, et que A^^ A3, C, designent des Tonctions des degrös •^, —+«19 

1», 

Considerons, premierement, un Systeme qui contienl deux facteurs quel- 
conques de chacune des equations, savoir: 

K,.Ly = 0, 

Äj . £»2 ^^ 0? 

Ä3.L3 = 
en representant par les lettres les facteurs respectifs. Ce Systeme nooa 
donne Tordre 



Gar on a, par exemple, les deax systemes 






= 0, I, 



= 



qai nons donnent Fordre 9'. H y a qoatre systemes analogoes. 
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CoDsiderons, en second lieu, un Systeme qiii contient deox facteurs de la 
premiere ^quation, deux facteors de la seconde et un facteur de la derniere, savoir 

i*oh Ton tire, de la möme maniere que ci - dessos Tordre — 2<p'^. 

Considerons, eofio, an Systeme qai contient deux facteors de la premiere 
equation et un factear de chacune des autres, savoir 

Kt.L, = 0, 
K, = 0, 
K, = 0, 

dqoations d'oü nons tirons l'ordre (M+(^y+S^»-+(«i+«2)(^+^)+ai«, 

en faisant coinclder £2, K^. II s^agil maintenant de determiner les innltipli- 
cateurs numeriques des ordres que nous venons de trouver. On obtient, par 
le calcul des combinaisons, les expressions 

Donc, en formant les termes symetriques, on aora, poor 1 ordre des conditions 
ä remplir pour que le Systeme donnö puisse avoir deux Solutions distinctes 
communes (mais peut-ötre infiniment voisines), Texpression snivante 

.!Jii^|[(».>-l)(iih-l)(»,-l)+iS(m,-l)(B.,-l)](^+ÄL + ^+„,+cf,y 

Je dis donc que ce resullat n'est autre chose que Tordre des conditions 
propres ä un Systeme de trois equations f^en^rales des degrös mi^ fih^ nh, 
les coefficients de a;% a:% ocT* etant respectivement des ordres ^i^ /fi, /i^^ 
ceux de x'^'^^Xi^ a?*«'^*a?i, a:"**"'a?i etant respectivement des ordres /ii+cci, jn^+^i^ 
l's+^^i) et ainsi de saite; en d'autres termes, c'est Tordre des conditions a 
remplir pour que trois courbes planes puissent avoir deux intersections communes. 

La formule s'accorde avec celle que M. Smlmon a trouv^e en suivant 
une route diiFerente *). 

*) Vojez 868 „Lessons introductory to the modern Higher Algebra^, Edition 
secoode; p. 288. Dans une note vers la fin de ce livre Tautenr a bien voulu faire 
mention de la m^thode de ce memoire. 
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Les mdmes procedes nous condaisent a une formale plos genörale^ 
applicable an systöme (/*.) en faisant » = k+i. U n'estpas necessaire d'entrer 
dans les details de la methode qui ne differe pas de la precedente. L^exprea- 
sion deviendra 

[(mx--l)(m,--l)...(m*_|-l)+-S-(m,--l)(ma~l)...(m,--l)+-.. 

+:sjfm,-.i)rs(^--a.s(fü±i) 

+ :?(«)(s(^)-£^)+-2:(«)j 

Proposons-nous d^appliquer la formale (D.) a la determination de Tordre des 
condilions necessaires pour qa'une courbe plane puisse avoir deax points doables. 
Les coordonnees d'un iel point salisferont aux eqaations 

dUr ^ dVr ^ dUr Q 

dx "^ dy '^ d* " ^ 

si nous conservons notre notaiion precedente. 

Mettons, donc, dans la formale (D.) obtena ci-dessus r—i au liea de 
Uli, m^i) III) respectivement, (f^ (f+cti^ Q + ^i^i au liea de /i^^ fi^^ fi^ respective- 
ment. De la on obtienl Tordre 

Mais il faut soustraire de ce resaltat Tordre propre ä an point de rebroasse- 
ment, savoir la quantile (c). Enfin, il resulte qae Tordre demande est 

(rM)(r-2)V+l)[3(i+r(«, + a,)P 

Proposons-nons de trouver Tordre des conditions necessaires poar qa*ane snr- 
face algebriqae F^ = puisse avoir deux points doubles. II faut mettre 

dVr ^ dVr ^ dVr ^ dVr ^ q 

dx '^ dy " dz dto "^ ' 

En posant, donc, dans la formule (D'.) Ar = 3, et en substituant r— 1 au lieu 
de ifii, m2, nis, m4 respectivement, ^y P + <^m (^ + <x2) 9+^^ au lieu de fii^ 
^, ^3, ^4 on a 
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En retranchant de ce resultat Tordre (c'.) qui se rapporte ä un point double 
biplanaire, on oblient 

-^= 2 ^(4p+r(a,+ Oj+aj))'--^^ ^ ^ {36p'+18r(efH- «a+ßj)? 

+ 3r(2r-3)(aJ+a^+«^) + 2r(2r+3)(a,a,+«i«3 + «ja3)}, 

ce qui est l'ordro cherche. 

On pourrait etendre la metbode ä plusieurs problemes du mdme genre. 
En suivant la m^me voie je suis parvenu a Fexpression de l'ordre des con- 
diiions necessaires pour que quatre courbes planes puissent avoir deux inter- 
sections communes. A present je ne veux donner que Fexpression de Tordre 
des condiiions necessaires pour que trois courbes planes puissent avoir trois 
poinls communs. En conservanl la nolation que nous avons employee ci- 
dessus, Tordre s'exprime comme il suit 

(m. -l)(m. -2)(OT.-l)COT.-2)(m3-l)(»»3-2) ., 

2.3 

^ (»t.-l)Cm.-1)0».-2)(m.-l)C»»3-2) 

+ -^ 2 

_^ ^ (m,-1)(m,-2)Cw,-i)(»B.-2) 
13:^ (»» .-lXm.-2)(m.-l)(m,-l) /^'«. »». ^^ ^ 

^ C>».-iX»»,-2)(»».-i) 

+ ^ 2 

^ ^ ^'"'-y^^^'"'^ +4(m,-l)(».,-l)(m3-l) ' 
^/ (OT. -!)(»». -2X "», - <)("».-<) _^ (m.-0(»».-2)(OT,-l) _^ (m.-lX«.-0 

+(«.-l)(»H-lX».-l))(^+^+5+«,+«,)(^+2^(^+^) 

+ («I+«?+a.«,)(3^+^)+(e! + «H-«l«,+«,«|)) 

+«,,«,,i«,-s(fl,.-i)(f»,-i)^(^+«0(^+«,). 

st 8 
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L'etablissement de ce resuitat ii'est pas tres-difficile, mais il demande ne- 
cessairement un procede assez long, vu quMl faut considerer sept especas de 
systemes clementaires. En representant des facteurs hypoihetiques des equations 
par des lettres, on peut designer les systemes elementaires comme il suit 

ABC A.B.C A.B.C A.B.C A.B.C A.B.C A.B 
D.E.F D.E.F D.E.F D.E DE D D.E 

G.HK GH G G.H G G G . 

De cette maniere, le probleme se reduit ä la determination des ordres propres 
a des systemes lineaires. 

II est evident qu'on peut resoudre beaucoup de problemes particuliers 
au moyen des formules generales que nous venons de trouver. 

Londres« 14. Fevrier 1867. 
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Untersuchungen über Strablenquadrupel ^). 

(Von Herrn 0. Hermes.) 



W enn man einen beliebigen Punkt eines von den vier ein Strahlen- 
quadrupel bildenden windschiefen Strahlen (1.), (2.), (3.), (4.), etwa den Punkt 
p des Strahls (1.)? mil einem zweiten Strahl, etwa (2.), durch eine gerade 
Linie verbindet, welche nöthigenfalls verlängert den Strahl (3.) durchschneidet 
und von dem auf (2.) liegenden Punkte q dieser Verbindungslinie geradlinig, 
den letzten Strahl (4.) durchschneidend, zum Strahl (1.) zurückkehrt, oder kürzer 
ausgedrückt, wenn man vom Punkte p des Strahk (1.) geradlinig über (3.) nach 
(2.) geht .und dann über (4.) nach (1.) zurückkehrt, so ist der dadurch auf (1.) 
bestimmte Rückkehrpunkt p^ (i. d. vorigen Abh. p^^^) im Allgemeinen von dem 
Ausgangspunkte p verschieden. Sollen die Punkte p und p^ zusammenfallen, so 
ist dazu entweder eine besondere Lage des Ausgangspunktes p erforderlich, 
nämlich auf einer der beiden, alsdann reellen, Leitlinien des durch das Strahlen- 
quadrupel bestimmten Strahlensystcms der ersten Ordnung und der ersten 
Classe, oder es müssen die vier gegebenen Strahlen selbst eine besondere 
Lage zu einander haben. Die dazu erforderliche Bedingung (pag. 162) ist 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes p auf dem Strahl (1.), so dass 
also bei dem in Betracht gezogenen Strahlenquadrupel Ausgangspunkt und 
Rückkehrpunkt zusammenfallen, von welchem Punkte des Strahls (1.) man die 
Construction beginnen mag. Das Strahlenquadrupel heisst alsdann hyperbo- 
loidischy weil sich durch die Strahlen desselben ein Hyperboloid legen lässl. 

Eine erste Ergänzung dieser Eigenschaften der Strahlenquadrupel hat 
sich ergeben beim weiteren Verfolge der gebrochenen Linie pqpz^ indem man 
von pi als neuem Ausgangspunkte geradlinig zuerst über '4.) nach (2.) geht 
und dann über (3.) nach (1.) zurückkehrt: wenn man jetzt und für die Folge 
von der besonderen Lage des Ausgangspunktes p auf einer der Leitlinien ab- 
sieht, und es soll der neue Rückkehrpunkt ^3, —■ der frühere Rückkehr- 
punkt soll von nun an mit dem Index 1, also als der Punkt p^^ bezeichnet 
werden, — mit p zusammenfallen, so muss eine bestimmte Bedingung erfüllt 
werden (pag. 164), durch welche ebenfalls die Lage des Punktes p auf dem 



*) Zusatz zu der Abhandlung p. 153 dieses Bandes. 

36* 
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Strahl (1.) ganz willkürlich gelassen wird. Das Strahlenquadrupel heisst als- 
dann schliessend. — Die betreffenden Eigenschaften der Strahlenquadrupel noch 
weiter zu verallgemeinern, ist der Gegenstand der vorliegenden Untersuchung. 



§1. 

Die Strahlen des Strahlenquadrupels seien (pag. 161 und 162) gegeben 
durch die Gleichungen: 

I fi = 0, f IT = 0, fu = yuf> + olWy f w = yUiV + öiiir, 

und zur Abkürzung eingeführt: 

(5.) /-/'i — /-!/' = A^ adkki —l^yffffi = By 

welche homogen und vom ersten Grade sind in Beziehung auf die Constanten 
A, fi und Ai, /'i; ferner sei der auf (1.) gegebene Ausgangspunkt: 

p : / = ti = 0, — = -^, 
so wird (pag. 162) der Punkt 

'^ ' IT B^C^ — ayAv^ ' 

nunmehr ergiobt sich weiter der zweite Rückkehrpunkt j^j , wenn man statt 
fi und Wi bezüglich /^ri— /W^4ir, und äiti — a/^c, einsetzt, nämlich: 

'. /-,,-0 r ^ B\^2ßSABw,+aßyäA\ 

p^ . r.^fi ... V, ^^ B'w^-2arABv^ +aßrdA'w, * 

Setzt man die bisher durchgeführte Construction noch weiter fort, in- 
dem man p^ als neuen Ausgangspunkt betrachtet, so \^ird der dritte Rück- 
kehrpunkt : 

. r gy. -S.iJ^BV, +3aftySA'Bv, -- aß' ri'A'w, 

und so luvson sich nach ganz einfachem Gesetze fortschreitend die Ausdrücke 
für immor spAlore Rüokkehrpunkte bilden. Diese Ausdrücke gestatten eine 
üolir vorlboilhnfte Darstellung.* wenn man in ihnen die Glieder mit f>i und k^i 
xusammonrassl; alsdann nümlich werden für den zuletzt betrachteten Rückkehr- 
punkl //, Aw Faotoren von r, und iti, abgesehen von den Factoren 2, (iy 
und iu^: 
(// I ^ifflyiWAy \ ^li-]7^.Ay und (Ä+^^^.^)'-(Ä-}/^/^.^;^ 
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also wenn man noch zur Abkürzung: 

(6.) aßyd = G), B+}G).A = L, B-]iG).A = M 

einführt, wo demnach auch L und M homogen und vom ersten Grade in Be- 
ziehung auf k, fi und ^i, ^i sind, so ergiebt sich für die ersten Rückkehrpunkte 

und ganz allgemein für den /r'^" Rückkehrpunkt: 

Alle diese Gleichungen sind in Beziehung auf L und M und demnach auch 
in Beziehung auf l und fc homogen, und es bleiben darum die Werlhe von 

— bei veränderlichen Werthen, sowohl von l und u, als von L und Ui. 

w 

ganz dieselben, wenn die Verhältnisse — und — ^ dieselben Werthe beibe- 

halten. Wenn man also die Strahlen (3.) und (4.) durch andere Strahlen des 
durch das Strahlenquadrupel bestimmten Strahlensystems der ersten Ordnung 

und der ersten Classe \—y — } ersetzt, jedoch unter Festhaltung der Bedin- 
gung, dass die neuen Strahlen den bezüglich durch die Strahlen (!.)<) (2.)^ (3.) 
und (1.)^ (2.) 9 (4.) bestimmten Hyperboloiden zugehören, deren Gleichungen 
die Parameter l und ^ nur in ihrem Verhaltniss enthalten (pag. 1H2), so 
bleiben die Rückkehrpunkle pi ungeanderl. 

Verfolgt man den zur Construction der Rückkehrpunkte p^ einge- 
schlagenen Weg in entgegengesetzter Richtung, d. h. geht man vom Punkte 
p zuerst geradlinig über (4.) zum Strahl (2.) und dann über (3.) zum Strahl 
(1.) und so weiter, so gelangt man, und zwar durch einfache Umkehrung 
der Ausdrücke für die Punkte p^ zu ganz analogen Gleichungen für die Reihe 
der Rückkehrpunkte p^ {p^^^ pag. 162). Allgemein ergiebt sich: 

Der Kürze wegen möge noch gesetzt werden: 

(9.) L'+M' = B,, L'-M'=^A,; 

alsdann werden die Gleichungen der Rflckkehrpunkte beider Art der Ar'**" 
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Ordnung : 

Hieraus ergeben sich für den zum Ausgangspunkte p in Beziehung auf p\ ^ und 
p^^ conjugirlen harmonischen Punkt p' (pag. 176) die Gleichungen: 

welche ganz unabhängig sind, sowohl von den Werthen der Parameter /. und 
/(, als \on der Ordnungszahl & der betrachteten Röckkehrpunkte, und demnach 
auch vollständig den früher (pag. 172) erhaltenen Punkt p darstellen. Man 
hal also den Satz: 

Wenn man von einem beliebig auf dem Strahl (1.) eines Strahlenqua- 
drupeh (1.), (2.), (3.), (4.) gegebenen Punkte p aus zuerst geradlinig über {Z.) 
zum Strahl (2.) geht und dann über (4.) wieder zum Strahl (1.) zurückkehrt 
und f)on dem Rückkehrpunkte p^ aus dieselbe Construction wiederholt y und 
wenn man femer von p aus zuerst geradlinig über (4.) zum Strahl (2.) gelit 
und dann über (3.) wieder zum Strahl (1.) zurückkehrt und vom Rückkehr- 
punkte p^ atis dieselbe Construction wiederholt ^ so mag man nach dem ersten 
und dem zweiten Verfahren nach k maliger Rückkehr zum Strahl [\.) auf 

diesem bezüglich zu den Punkten p^ und p^ gelangt sein: — alsdann ist 
der zum Anfangspunkte p in Beziehung auf jedes Punktepaar p^^ und p\^ 
conjugirte harmonische Punkt derselbe ^ welches auch der Index k sein möge, 
und ebenso seiner Lage nach ganz unabhängig ton den Parametern k, fi und 
Xj, Ui der Strahlen (3.) und (4.) des Strahlenquadrupels , so dass diese sich 

also durch jede zwei beliebige Strahlen des Systems (— , — ) (P^ff- 158) er- 

setzen lassen. Die Punktepaare jt?3* und p^ femer sind conjugirte Punkte 
eines Involutiotissystems und bleiben unterändert dieselben, wenn man den 
Strahl (3.) oder den Strahl (4.) des Strahlenquadmpels durch eine beliebige 
Generatrix desselben Systems der bezüglich durch die Strahlen (1.), (2.), (3.) 
und (1.), (2.), (4.) bestimmten Hyperboloide ersetzt. 

§. 2. 
Fällt einer von den Rfickkehrpunkten p^ oder p^ mit dem Ausgangs- 
punkte p zusammen, so ist das Strahlenquadrupel schliessend. Die dazu er- 
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forderlichen Bedingungen zwischen den Parametern ly u und Xi^ /tii der 
Strahlen (3.) und (4.) ergeben sich sofort aus den Gleichungen (7.) und (8.). 

Nämlich der Punkt /?3*^ fällt mit p zusammen, wenn 

woraus sich die einfachere Bedingungsgleichung 

herleiten lässt. Das Verschwinden des ersten Factors bedingt für den Aus- 
gangspunkt p eine Lage auf einer der beiden Leitlinien des durch das Strahlen- 
quadrupel bestimmten Strahlensystems (pag. 158), kommt also hier nicht in 
Betracht, so dass die einzige Bedingung für das Zusammenfallen der Punkte 

pf^ und p wird: 

(11.) L'-M' = 0. 

Diese Bedingung ist ganz unabhängig von den Constanten Ci und f^i, 
durch welche die Lage des Punktes p auf dem Strahl (1.) bestimmt wird, so 
dass, wenn sie erfüllt wird, der &'^ Rfickkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte zu- 
sammenfällt, wo dieser auch auf dem Strahl (1.) gewählt sein mag. Ferner 
ist aus der Uebereinstimmung der Form der Gleichungen (7.) und (8.) der 

Rückkehrpunkte pl^^ und pf^ sofort zu entnehmen, dass die Gleichung (11.) 

auch die Bedingung dafür ist, dass die Punkte p^ und p zusammenfallen, 
was andrerseits als selbstverständlich zu bezeichnen ist, weil man unter 

Voraussetzung des Zusammenfallens der Punkte p und pl beim Rückwärts- 

(kl 

verfolgen des zur Construclion von pi von p aus erforderlichen zusammen- 
hängenden, aus lauter geraden Linien bestehenden Zuges zum Ausgangspunkte 
p als einem Rückkehrpunkte p^ gelangen muss. Man kann demnach ein 
Strahlenquadrupel, bei welchem der k^"" Rfickkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte 
zusammenfällt, als ein scktiessendes Strahlenquadrupel der V" Ordnung be- 
zeichnen, welcher Bezeichnung entsprechend jede vier hyperboloidische Geraden 
ein schliessendes Strahlenquadrupel der ersten Ordnung bilden. 

Es ist nicht ohne Interesse, die Gleichung (1.) noch näher ins Auge 
KU fassen. Die linke Seite derselben ist bekanntlich eine ganze Function von 
L und My welche sich in soviel irreductible Factoren zerlegen lässt, als die 
Zahl k Theiier hat, die Zahlen 1 und k mit eingerechnet : alle diese Factoren 
haben ihre bestimmte Bedeutung, insofern sie gleich Null gesetzt die Bedin- 
gung dafür sind, dass bereits frühere Rückkehrpunkte, deren Ordnungszahlen 
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Theiler von k sind, mit dem Ausgangspunkte zusammenrallen. Es fällt näm- 
lich z. B. der zwölfte Rflckkehrpunkt p^"^ mit p zusammen, auch weno bereits 
j»*", /»^-^j p^^\ /)W oder />^"' mit p zusammenfällt, weil man in jedem dieser 
Fälle durch öftere, Wiederholung der Construction bei der zwölften Rückkehr 
zum Strahl (1.) in den Ausgangspunkt p wiedereintriffl. 

Als einfachste Beispiele seien aufgeführt die Bedingungen schliessender 
Sirahlenquadrupel mit den Ordnungszahlen: 
A = 1, L -M = oder A = 0, 

- A.B = 0, 

- AB{B'+a)A') = 0, 

- A (5Ä*+ \Oa)B'A'+ m'A*) = 0, 

- AB {SB'+ aiA''){B'+'6a)A') - 0, 

A=12, V'-M'^=0 - ABi3B-+wA')iB'+iuA'XB'i3iöA')(B*+i4aiB'Ä'+ö)'A*) 

= 0, 
aus welchen jedesmal leicht die Bedingung für schliessende Strahlenquadrupel 
einer bestimmten Ordnung im engeren Sinne zu entnehmen ist. 

Nunmehr könnte die Frage aufgeworfen werden, ob es möglich ist, 
dass ein spaterer Rückkehrpunkt p^^^ anstatt mit dem Ausgangspunkte p, zu- 
erst mit einem Rückkohrpunkte p^^\ wo also h<ik, zusammenfällt. Eine 
einfache Betrachtung zeigt, dass diese Frage verneint werden muss. Es ist 
nämlich charakteristisch für die Construction des von p ausgehenden zusammen- 
hängenden Zuges, dass derselbe in seinem ganzen Verlaufe unzweideutig ist, 
also vom Ausgangspunkte bis zum Rückkehrpunkte p^^^ die dazwischenliegen- 
den Rückkehrpunkte p\ p", . . . p^*"^^ durchläuft, deren Bezeichnung durch 
den Index 3 oder 4 zu vervollständigen ist, jenachdem die erste Rich- 
tung des Zuges über den Strahl (3.) oder den Strahl (4.) hingeht: denn dieser 
Zug setzt sich in seinem ganzen Verlaufe zusammen aus geraden Linien, 
welche je einen bestimmten Punkt der Strahlen (1.) oder (2.) bezflglich mit 
den Strahlen (2.) oder (1.) verbinden und zwar so, dass dabei ein bestimmter 
von den Strahlen (3.) oder (4.) durchschnitten wird, deren Construction also 
bekanntlich, jeden Doppelsinn ausschliessend , darauf hinauskommt, durch den 
auf (1.) oder (2.) bestimmten Punkt und den Strahl (3.) oder (4.) eine Ebene 
zu legen, welche bezüglich den Strahl (2.) oder (1.) in einem zweiten Pankte 
der gesuchten Geraden durchschneidet. Ebenso gelangt man umgekehrt vom 
/r'''" Rückkehrpunkte zum Ausgangspunkte, indem man der Reihe nach die Rück- 
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kehrpnnkte p^^'^ P^^^^ • • • p'^ p' zurflcklegt, ohne bei irgend einem Brechongs- 
punkte des sn verfolgenden Zuges aus dem zuerst eingeschlagenen Wege 
aosweichen sn können* Wollte man jetzt annehmen, dass etwa der ifc** Rück- 
kehrpnnkt mit dem &*** zusammenfallen soll, wo h<Zk ist, ehe der Zug den 
Ausgangspunkt wiedererreicht hat, so wflrde man beim RQckwfirtsverfolgen des 
Zuges von p^*^ über p^^*^, P^*^^^ • • • vom Punkte p^^^ aus entweder den Weg 
Aber p^^^^^ oder p^^^^ einschlagen können, jenachdem man den Punkt p^^^ als 
den im anfAnglichen Zuge auf p^^"^^ oder p^^^^ folgenden Rückkehrpunkt an- 
sieht, was dem eben dargestellten Charakter dieses Zuges widerspricht. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich sofort aus den Gleichungen (7.) und (8.). 
Wenn nflmlich, der vorigen Annahme entsprechend, die Rückkehrpunkte p^"^ 
und p^^^ zusammenfallen sollen, so muss die Gleichung: 

erfüllt werden, woraus sich nach den gewöhnlichen Reductionen ergiebt: 

Man kann hier, wie früher, vom ersten Factor absehen, so dass nur 
die letzten Factoren in Betracht zu ziehen sind. Wenn zunflchst die Bedingung 

L^^M^ = 
«ir Geltung kommen soll, so ergiebt sich (Gl. (ll.))? dass bereits der {k—hy 
Rückkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte zusammenfflUt, was der Forderung 
widerspricht, dass zuerst ein Zusammenfallen des A^'" Rückkehrpunktes mit dem 
j^te« gtattfinden soll, andererseits aber, wenn man diese Forderung fallen Iflsst, 
in der Tbat das Zusammentreffen der Punkte p^^^ dnd p^^ bedingen kann, weil, 
nachdem einmal der (k—hY^ Punkt in den Ausgangspunkt eingetreten ist, auch 
weiterhin jede zwei Rückkehrpunkte zusammenfallen, deren Indices sich um 
(üp— A) oder ein Vielfaches von (k^-h) unterscheiden. 

Die zweite Bedingung 

(12.) Llf=0, oder 5'-0^* = O, 
Iflsst sich, wie folgt, umformen: 

Wenn einer dieser Factoren, welche nur bei reellen Leitlinien reell 
sind, verschwindet, so wird (pag. 158) der den zugehörigen Parametern Xy 
fi oder Xj, fi^ entsprechende Strahl (3.) oder (4.) eine der Leitlinien des 
Systems, d. h. dnrchschneidet derselbe die Strahlen (1.) und (2.), was der 
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nrsprAiigüchen Annabme eioM aas windflcbiefen Garades bestebeBdaii Slrablai- 
qnadnipek widerstreitet. Also: 

Em StraUeHquadrwpel ist $eUie8$emd eM der V^ Ordmumg, sobald fitr 
emen bestmmten Amsgwsgspumkt p der 1^ Rüehkeh rpmmk t wieder wM p %Msmm^ 
menfälU. 

In jedem scUiessenden StraUenquadmpel können die LeitstraUen (oben 
(3.) und (4.)) ^wr Canstructian der Ruckkekrpunkte ^ertamsdU werden^ ohne 
dass das Strdklenqnadmpel außört seUiessend %u sein. 

Das ZusammenfaUen eines späteren Rüehkekrpnmktes mit einem früheren 
ist nickt möglicky wenn nickt bereits der Ausgangspm$kt wiedererreiekt worden ist. 

$. 3. 

Es darf nicht besonders hervorgehoben werden, dass bei den in den 
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Constmctionen die Strahlen (1.) 
und (2.) vertauscht werden kffnnen, wie liei den schliessenden Strahlenqnadra- 
peln von den Strahlen (3.) und (4.) der eine die Stelle des andera «nnehroen 
konnte. Man kann dessbalb nur Vereinfachung des Ausdrackes auch hier die 
ersteren, sowie die letateren als QegenstraUen von einander unterscheiden. 
Diese Bezeichnung gewinnt eine neue Bedeutung , wenn sich nunmehr noch 
weiter ergiebt, dass auch bei den jetzigen aligemeineren Constractionen das 
Strahlenpaar (1.) und (2.; mit dem Strablenpaar (8.) und (4.) vertausebt 
werden kann (vergl. pag. 170). 

Um dieses darzuthun, mögen die Coordinaten in der Weise transfor« 
mirt werden, dass die Strahlen (3.) und (4.) auf Ähnliche Art ausgedrOckt 
werden, wie bisher die Strahlen (1.) und (2.). Man setze dazu: 

t — aJL e—ßfiw = t\ t —all e— ÄUiiP = e', 
u—Y^ie — dk w = u'y U'-yfii^'-dli w = w\ 
wo ty u', 9\ w' noch mit gewissen Constanten multiplidrt sein können. Wenn 
man Jetzt zur Abkfirzung 

ad{X-l,f-ßY{ti-tiif = C-2B+C, = iV 
einführt, so erhfilt man zum Ausdrack der alten Coordinaten durch die neuen: 

N.t = (C|~Ä)r+(C-B)e'-«/J^(ii'-"»% 
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Veraiöge dieser Gleichiuigen lassen sieb jetzt, wenn der gemeinschafUiche 
Factor N fortgelassen wird, die Strahlen (1.) und (2.) folgen der nassen dar- 
stellen: der Strahl (1.) dnrcb die Gleichungen: 

CJ' =^Bf>'-aßÄw' und C,u' = Bw'-ydAe', 

und der Strahl (2.) durch die Gleichungen: 

r~r' = und u'-to'^O. 

Also wenn man statt C| t' und Ci u' bezüglich If und u' einfahrt, wobei zu be- 
merken ist, dass der Factor Ci =^ a<Hl— ßy fil nicht verschwindet, so lange 
der Strahl (4.) nicht mit einer Leitlinie zusammenffillt (pag. 158), so werden 
die Gleichungen der vier Strahlen des Strahlenquadrupels: 

^ La (2-0 / ' (3-.) ' (4-.) 

wo noch zur Vereinfachung von den neuen Coordinaten die Indices wegge- 
lassen sind. 

Wenn man Jetzt von einem beliebig auf dem Strahl (3.) angenommenen 
Punkte r aus: 

r: t^u^O, — =:^, 

über den Strahl (1.) bin die gerade Linie zieht bis zumi Strahl (4.), so wird 
dieser im Funkte tu getroffen: 

und wenn man von einem beliebig auf dem Strahl (4.) gegebenen Punkte $ aus : 

Ober den Strahl (2.) hin die Yerbindungsgerade mit dem Strahl (3.) zieht, 
so ist deren Fusspunkt r^ auf dem letzteren: 

Ans diesen Fundamentalgleichungen ergeben sich leicht die gesuchten 
Relationen. Dem Frflheren entsprechend werde der erste Rfickkehrpunkt, 
welcher sich auf dem Strahl (3.) ergiebt, wenn man erst vom Punkte r dieses 
Strahls geradlinig Ober (1.) zum Strahl (4.) geht und dann in einer zweiten 
geraden Linie weiter Aber (2.) zum Strahl (3.) zurückkehrt, nunmehr r'i ge- 
nannt, dagegen r^, wenn man bei dieser Construction die Rollen der beiden 

37* 



288 Hermes, Hber SireUenqemirwfeL 



Leilsirablen (1.) und (2.) vertauscht. Die Bedeotnng der spttwen ROckkelHr- 

ponkte ri% r"\ . . . rf^ und r;', r,', ... rf^ ist abdann von aelbat klar. 
Ffir diese Punkte ergeben sich jetzt ganz allgemein die Gleichnngen: 

wo £ und M die frühere Bedeutung haben. 

Die aus diesen Gleichungen zu ziehenden Folgerungen Hegen auf dw 
Hand. Als der zum Funkte r in Beziehung auf die Punktepaare r^i^ und r^^ 
conjugirte harmonische Punkt ergiebt sich hier der Punkt: 

Was aber hier yorzugsweise von Bedeutung ist, die Bedingung , dass einer 
der Rflckkehrpunkte rf ^ oder r^^ mit dem Ausgangspunkte r zusammenftlll, 
ist, abgesehen von der besonderen Annahme 

YÖf>\^aßw\ = 0, 
welche für die nunmehrigen Coordinaten dem Punkte r eine Stelle auf wiot 
der Leitlinien anweisen wfirde, ebenfalls 

L*-lf* = 0, 
also ganz dieselbe, als sich frflher (Gl. (11.)) ergeben bat als Bedingung 
dafBr, dass einer der Rflckkehrpunkte p^y^ oder pl^^ mit dem Ausgang^nnkte 
p zosammentriiR. Ein gleiches Resultat wflrde sich ergeben haben, wenn man 
Ton einem beliebigen Punkte a des Strahls (4.) aus die Construction begonnea 
hitta. Es ergiebt sich demnach der Satz: 

Weim ein Straklenquadrupel nach einer be^immten AmmoU eo« üwt- 
lOmfem eehüeut^ indem man von einem beliebigen Punkte einee der beiden 
GegenetraUen (1.) oder (2.) auegeht, eo echtieeet daeeelbe ebenso nach dereelbem 
Anzahl von Umläufen, wenn man eon einem beliebigen Punkte der Gegen^ 
strahlen (3.) oder (4.) aus die Construction begnmt, oder kürzer: 

Bei einem sehtiessenden Strahlenquadrupel van einer beliebigen Ordnung 
kann man Jedes Paar von Gegenstrahlen als Leitstrahlen anwenden. 

S 4. 
Um die Eigenschaflen der Strahlenquadrupel nunmehr noch durdb die 
Projectionstheorie zu entwickeln, sind auch die Brechungspnnkte des ge- 
brochenen Znges pjhPi'"Pi^ ™d PP*P*'*'P4^ ^^ ^^^ Strahl (2.) in Betracht 
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sa liehen. Dieselben seien bezflglich q^^ 93, q^^ . . . 9^"'^ und 94, q^^ 
q%^ • . • JJ*"'^ so dass also jede vom Slrahl (1.) Ober (3.) zum Strahl (2.) 
ond dann über (4.) zum Strahl (1.) gezogene gebrochene Linie pi^^pi^'^^^ auf 
dem Strahl (2.) den Brechnngspunkt qi^^ nnd ebenso jede vom Slrahl (1.) 
Aber (4.) znm Strahl (2.) nnd dann Ober (3.) zum Strahl (1.) gehende ge- 
brochene Linie pi^^pi^"^^^ auf (2.) den Brechnngspunkt qi^^ hat. Die gegen- 
seitige Beziehung der Punkte eines zweiten Systems Pi% If\ Qi^\ Qi^^ ist 
demnach selbstverstfindlich. 

Alsdann tritt als Fundamentaleigenschaft eines Strahlenquadrupels die 
folgende auf: 

L Wenn man ean !$wei beliebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkten 
p und P aus geradlinig eiiima/ Über (3.) hin nach (2.) geht und dann i^ber 
(4.) nach (1.) zurückkehrt, und dann umgekehrt zuerst Über (4.) hin nach (2.) 
geht und 9on da aus über (3.) sinn Strahl (1.) zurückkehrt, durch welche 
Coneiructianen sich als Brechungspunkte auf dem Strahl (2.) die Punkte 93, q^ 
und ^3, ^49 sowie auf (1.) die Rückkehrpunkte p^^ p^ und P'^^ P^ ergeben, 
so sind die drei Punktepaare 

p und P, p'z und P«^ p^ und F^ 
ean^ugirte Punkte eines Ineolutionssystems. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich sofort daraus, dass man so- 
wohl die Punkte p'^^ p, P'^^ P, als die Punkte p, p^^ P, /^ als schiefe Pro- 
jectionen der Punkte q^^ 94, 1^3, ^4 bezOglich auf den durch die Strahlen (l.)? 
(2.)) (4.) und (l.)) (2.)) (3.) bestimmten Hyperboloiden betrachten kann, dass 
abo die beiden Punktsysteme p^i p, /^, P und p, p\^ P, Pi^ projectivisch 
(homographisch) sind und demnach p und P, p^ und F«, p^ und P3 als con- 
jugirte Punkte in Involution stehen. 

Verallgemeinert heisst der Satz: 

IL Wenn man die im Satze (I.) angegebene Construction nach beiden 
Seiten hin von den Punkten p und P aus wiederholt, so sind auch jede wer 
gleichf>ielte Rückkehrpunkte /ii*> und Pi*\ pi"^ und Pi*> als conjugirte Punkte 
in Involution mit den Ausgangspunkten p und P. 

Zum Beweise dieses Satzes hat man die beiden Fälle zu unterscheiden, 

ob der Index k gerade oder ungerade ist. Jenachdem man nämlich, diesen 

(L) (±zL) 

Fallen entsprechend, von den Punkten P^^^ oder Q^ ^ ^ ausgeht und ent- 
weder die vier Punkte pr\ pr\ Pr\ Py^ oder die vier Punkte qi^\ 
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(til\ (tiL) (t=l) 
qi ^\ Qi\\ Qi'' ^ zugleich windschief »mal der Reihe Dach, einmal die 

ersteren Ober (3.) auf den Strahl (2.) und weiter Ober (4.) auf den Strahl (l.)« 

die letzteren Ober (4.) auf den Strahl (1.) und dann Aber (3.) auf (2.) o. s.w. 

projicirt, und femer die ersteren zuerst Aber (4.) auf (2.) und weiter Aber (3.) 

auf (1.), die letzteren Ober (3.) auf (1.) und dann Aber (4.) auf (2.) u. s. w., 

gelangt man zuletzt zu den beiden Punktsystemen pi*\ p, Pi^\ P und p, pl^^^ 

Py Pi''\ welche demnach projectivisch sind und vereinigt ein Involutionssystem 

darstellen mit den Punktepaaren 

p und P, |Fi*> und P['\ p?> und Pi'\ 

Aus diesen beiden SAtzen ergiebt sich sofort, dass ein Strahlenqoa- 
drupel schliessend ist, solMild sich ein beliebiger der in den SAtzen (L) mid 
(IL) beschriebenen gerochenen ZAge zwischen den Gegenstrahlen (1.) uid (2.) 
des Quadrupels schliesst; denn sobald fAr einen beliebigen WerA des Index 
k zwei RAckkehrpunkte p^^^ und pi^^ zusammenfallen, so tritt dasselbe bei den 
ihnen conjugirten Punkten der Involution, d. h. den RAckkehrpunkten Pi*'^ und 
Pi^^ ein, welches auch die Lage des Ausgangspunktes P sein mag. 

Dass ferner alsdann auch Jeder zwischen den beiden Gegenstrahlen 
(3.) und (4.) hin und her gehende gebrochene Zug, dessen geradlinige Thette 
bezAglich die Strahlen (1.) und (2.) durobschneiden , sich in den RAckkehr- 
punkten der V^"" Ordnung schliesst, folgt einfach daraus, dass durch die Ver- 
bindungsgeraden der Schnittpunkte der Linien des geschlossenen Zuges zwischen 
den Gegenstrahlen (1.) und (2.) mit den Strahlen (3.) und (4.) selbst ein ge- 
schlossener Zng der geforderten Art zwischen den Gegenstrahlen (3.; und 
(4.J dargestellt w>rd. Denn bezeichnet man die Schnittpunkte der Yerbindnngs- 
geraden der Punktepaare p\^\ 9$^^ und ^^\ pi'"^^^ bezAglich mit den Strahlen 
(3.) und (4.) durch fi^ und $i^\ sowie die Schnittpunkte der Verbindungs- 
geraden der Punktepaarf; p[^\ q[^^ und ^^\ pi^"^^^ bezAglich mit den Strahlen 
(4.) und (3.) durch #^^> und rl^\ so liegt die Verbindungsgerade der Punkte- 
paare fi'^) und #f ^ oder rl^^ und $^^ in derselben Ebene mit dem Strahl (1.) 
und kann demnach als eine diesen Strahl durchschneidende Linie angesehen 
w rden. und ebenso Ifisst sich die Verbindungsgerade jedes Punktepaares $i^^ 
und ri^+'\ sowie ri^> und #1^+'^ als Durchschnittslinie des Strahls {2.)^ mit 
welchem sie in derselben Ebene liegt, betrachten. Wenn zunflchst die Punkte 
pi^^ und p[^^ zusammenfallen, d. h. wenn das Strablenquadnipel als ein schliessen- 
des der 21^^^ Ordnung zu bezeichnen ist, so schliesst sich auch der gebrochene Zug 
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rjtafi^K'tj .••fi*"*M*'.I^ und in der entgegengeseteten Richtung r3#4r4*>>4r;\..f^*-'>r<*;'.>, 
indem der Punkt ri^'> ab Schuitlpunkt der Yerbindungsgeraden von ^'^'> 
und pi*> (oder p¥^) mit dem Strahl (3.), derselbe ist wie r^\ der Schnittpunkt 
der Verbindungsgeraden von />J*^ und qi^^ (oder 54*~*>) mit dem Slrahl (3.). 
Dasselbe ergiebt sich, wenn zwei ROckkehrpunkte /if^ und pi*~'^ oder />J*-*> 
und /il*^ zusammenfallen, d. h. bei den schliessenden Strahlenquadrnpein der 
(2*-ir" Ordnung. 

Noch bleibt zu zeigen Hbrig, dass die zum Punkte p in Beziehung auf 
alle Punktepaare p^ und p«, p, und p«, . • . pi^^ und pi^^ conjugirten harmo- 
nischen Punkte alle in denselben Punkt p' zusammenfallen. 

Ffir die beiden Punktepaare ps* und p4, p'i und pV ergiebt sich das 
sofort aus dem Satze (L). Wenn man nflmlich die beiden Punkte p^ und p4 als 
Ausgangspunkte annimmt, so stehen mit ihnen in Involution als conjugirte Punkte- 
paare die Rückkehrpnnkte p% und pV, sowie p und p^ und es ist demnach p 
Doppelpunkt der Involution fOr die Punktepaare ps und p«, p^ und pV. Dass 
aber diesem Involutionssystem femer die Punktepaare ps'' und p«', . . . p^*> 
und pi*^ angehören, ergiebt sich durch eine einfache Schlussfolge: ffir die 
Ausgangspunkte pi^^ und pÜ"^ sind nach dem Satze (I.) in Involution die 

Punktepaare 

p?-'> und pi*-^ pj*> und pi*>, pJ*+*> und pl*+*>, 

also wenn man der Reihe nach ffir h die Werthe 2, 3, ... k^i setzt, so 

ergeben nch als zu demselben kivolntionssystem gehörig die Punktepaare p^ 

und p4, ps' und pV^ pi' mid p^^ . . . pi*^ und pl% und weil der Ausgangs» 

pnakt p ein Doppelpunkt dieses Involntionssystems ist, so ist der zweite 

Doppelpunkt p' gleichzeitig conjugirt harmonisch zu p in Beziehung auf alle 

diese Punktepaare pi/"^ und pi*^ 

§. 5. 

Zum Schlnss sei noch auf eine Reihe von Sfltzen aus der ebenen 
Geometrie aufmerksam gemacht, welche sich aus den Eigenschaften rAumlicher 
Strahlenquadrupel ergeben. 

Durch die windschiefe Projection der Punkte q, q', q", ... des Strahls 
(2.) auf den Strahl (1.) vermittelst der Leitstrahlen ;30 und (4.) ergiebt eich 
auf dem Strahl (1.) eine doppelte Reihe von Punkten p, nflmlich p,, p,, 
P3, ... und p4, Po P4 9 ..., deren jede der Punktreihe q des Strahls (2.) 
projectivisch ist, so dass der Strahl (1.) dorch die Punkte pÜ'^ und pi^> doppelt 
projectivisch (homographisch) getheilt wird. 
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Wean man amgekehrt mf der eines von swei Geraden G| nnd 0% 
eine einfache Ponklreihe q, ^, ^', . . . , anf der andern iwei Üir projecttYiaehe 
Pnnklreihen p^^ pi^ jh^ ... und p^^ p[^ pi^ . . . annimmt, so haben die Ver- 
hindnngs^eraden der entsprechenden Pnnklepaare ^^^ and fl^\ ^^^ md jft^ 
der beiden Linien 6| und G^ die in den vorhergelienden Paragraphen ent- 
wickelten Beziehnngen zu einander, nnd die aimmtlichen prejectiviBchen Eigen- 
schaften derselben bleiben ungeftndert, wenn man die lieiden gegebenen 
Geraden Gi und G2, die Trftger der projectivischen Pnnktreihen, als in der- 
selben Ebene liegend annimmt Alsdann aber sind liekanntiich die Verlnn-f 
dnngslinien der Punkte der Reihe q mit den entsprechenden Paukten der Reihen 
p^ und p4 bezaglich Tangenten von zwei Kegelaehnitlen , welche die Geraden 
Gl und G2 zu gemeinschaftlichen Tangenten hallen. Demnach ergiebt sich ans 
der Eigenschaft schiiessender Strahlenqnadmpel der zweiten Ordnung: 

Wenn die abweehselmden Eckpunkte eme$ FSeredb anf UDei Oermdem 
Gl und G2 liegen, welche gemeinickafiäehe Tmngenten %weier Keget- 
ichmUte Ki und Ki tmdy und ein Paar Oegeneetten den Kegebrhnitt K^^ 
da$ andere Paar den Kegekckmtt K^ heriüirt, $0 giebt e$ ume n dKe k friele 
Vierecke, welche in ganit ähnlieher Weiee den beiden Oermdem eimge 
schrieben und den beiden Kegekchnitten umgeechrieben eind. 

Ebenso erhfilt man allgemein aus der Eigenschaft der schllessenden 
Strahlenquadrupel der A***" Ordnung: 

Wenn sich ein 2Ar-£eiir tu der Weise nwei gemeinsekafUUkem Tmsh- 
genten zweier Kegelschnitte einiseichnen lässt, dass seine Seiten abmeekeelnd 
den einen und den andern Kegelschmlt berühren, so fasse» sieh eolehe 
2k'' Ecke den beiden Tangenten ein^eiehnen, welchen Punkt derselben 
man auch als ersten Eckpunkt annehmen mag. 

Die weitere Durchftlbning dieser Sfttze, deren Reihe sich durch die 
Theorie der reciproken Polaren verdoppeln llsst, liegt nicht im Zwed[ der 
gegenwirtigen Untersuchung. 

Berlin, Mai 1867. 
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lieber einen besonderen Fall der orthogonalen 

Substitutionen. 

(Von Herrn Stern zu Göttingen.) 



Wird die Verwandlung einer Function der Veränderlichen a^i, o:,, .. 
x^ in eine Function der Veränderlichen 9m 92? • • • 9m durch eine lineare or- 
thogonale Substitution bewerkstelligt, welche durch die Gleichungen 



x^ = ««,i9i+«-,292+ •• + a«,m9m 
ausgedrückt wird, so finden im Allgemeinen, wie bekannt, zwischen den m^ 

Coefficienten «i 1, . . . a^^^ jedesmal ^^ ^ Gleichungen statt, so dass nur 

— 5 — dieser Grössen unabhängig sind. Herr Prof. Schläfli hat den beson- 
deren Fall untersucht, wenn die Constanten den Bedingungen 01^1 = 022 = «-« 
= 0«.. und a^^ß^-r-üß^a genügen und zugleich m eine gerade Zahl ist, und 
findet durch geometrische Betrachtungen, dass in diesem Falle die Anzahl der 
unabhängigen Coefficienten =«^—« + 1 ist. Er bemerkt zugleich, er hielte 
es fQr schwierig diesen Satz direct zu beweisen (Quart. Journ. of pure and 
appl. mathem. Oct. 1866, p. 182). Ich will im Folgenden einen directen Be- 
weis dieses Satzes geben, welcher zugleich auf den Fall anwendbar ist, wenn 
die Coefficienten den angegebenen Bedingungen genfigen, während m eine 
ungerade Zahl ist. Im allgemeinen Falle hat man die m Gleichungen 

«M +a^i H höi,i = 1, 



<» + <«H +ai,« = 1, 

welche das System {A.) heissen sollen und die ~^-o — - Gleichungen 

fli,iöi,j +«2,1 «2^ +'"+a»,ia«,s = 0, 



welche das System {B.) heissen sollen. 

Jouroal fOr Mathematik Bd. LXTII. Heft 4. 38 



294 Stern, besonderer Fall der orthogonalen Substitutionen. 

In dem besonderen hier zu betrachtenden Falle geht das System {A.) in 

01,1+01,2-1 +alm = 1, 

öl,2+a?,iH hö?,« = 1, 



über, welche Gleichungen das System (Ai,) heissen mögen. In jeder Glei- 
chung des Systems {B.) fallen nun zwei Glieder weg und zwar, wenn diese 
Gleichung mit ai^,,aij beginnt, so heben sich die darin enthaltenen Glieder 
o>k,kO>k,i und aiküi^i auf. Diese Gleichung wird also 

(1.) ai^ifcai,/+cb,itfih,/+---+öit-j,* 04-1,7 + ö^+i,*ö*+M+*"+^/+i,*^/+M+"^ 
Insofern aber a*-|.i,ik = — «a-ä+i "• s. w., so kann man diese Gleichung in eine 
andere verwandeln, in welcher der kleinere der jedesmal zusammengehörenden 
zwei Indices voransteht, nur kommen in dieser neuen Gleichung positive und 
negative Zeichen vor. Da aber für die folgende Beweisführung diese Zeichen 
ganz gleichgültig sind und nur die Darstellung verwirren könnten, so will ich 
zwar je zwei zusammengehörende Indices, nach ihrer Grösse geordnet, schrei- 
ben, jedoch die einzelnen mit + oder — verbundenen Glieder nur durch einen 
verticalen Strich trennen, welcher also das + oder — Zeichen vertritt. Ich 
schreibe demnach statt der Gleichung (1.) die folgende 

(2.) ai^tai,/|a2,Aa2,i...|a*_i,AÖ4f_i,^|a^^*+iaA+i,/...|a*,«ö/,^ = 0, 

in welcher also a/,^ der höchste CoefQcient ist. Indem man für k und / alle 

ihnen zukommenden Werthe setzt, erhält man sammtliche aus dem Systeme (J7.) 

entspringenden Gleichungen; sie sollen das System (i?i.) heissen. 

Sei nun zuerst m = 2n. Dann sind die zwei ersten Gleichungen des 

Systems (^j.) 

{Oi') <i + <2+öl,3+ — + aj,2« = 1, 

(Ö2.) 0^ + 01,1 + »2,3-1 \-(^,2n = 1. 

Zieht man die zweite dieser Gleichungen von der ersten ab, so hat man 

(6l0 «1,3 • • ' + «?,2« — «2,3 »2,2« = 0. 

Man nehme nun die 4f» — 6 in dieser letzten Gleichung vorkommenden Coef- 
ficienten ^1^3, aj^4, . . . ai^^^-i und 023, 0249 • - • ^,2»— 1 ^Is gegeben an, so 
enthält sie noch die zwei unbekannten Coefficienten ai^2i. und 02,2« • Die erste 
Gleichung des Systems (ß|.) ist aber 

(62 . ) 01^3 02,3 I «1,4 »3,4 • • . I »1,2,» «2,2« = 0, 
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in welcher mithin ebenfalls nur die zwei Coefficienten aj,,« und 02,7« als Un- 
bekannte enthalten sind, und welche daher aus den zwei Gleichungen (61.) 
und (62 •) bestimmt werden. Nimmt man nun uoch ai2 als gegeben an^ so 
findet man aus (ai.) den Werth von aj^i (ohne Rücksicht auf das Zeichen, 
was auch für das Folgende gilt). Die 4»— 5 als gegeben angenommenen Co- 
efficienten und die daraus gefundenen bilden die Reihe a^^ »1,2 u. s. w. 
bis »2,2«. 

Die dritte Gleichung des Systems {Ai,) enthält ausser den jetzt be- 
kannten Coefficienten «1,3, 02,3, »3,3 noch die 2»— 3 Coefficienten «3,4, «3,5, ... 
03,2«,. In dem Systeme (£|.) kommen aber zwei Gleichungen vor, welche 
mit dem Coei%cienten aj,,« schliessen, nämlich diejenigen, welche mit ai,iai,3 
und mit »1,2^1,3 beginnen. Man hat also drei Gleichungen, in welchen kein 
Coefficient höheren Ranges als 03,2« vorkommt und mithin kein anderer un- 
bekannter Coefficient als «34, »3,5, ... «32^. Nimmt man die 2«— 6 Coeffi- 
cienten »3 4, »3 5, . . . a3,2i,-.3 dls gegebcu an, so findet man vermittelst der 
erwähnten drei Gleichungen die Coefficienten ö3 2«_2 9 «3,211-19 Ö3,2n- Es sind 
also jetzt die sämmtlichen Coefficienten in der Reihe a^,, ai,2? ••• (h^in theils 
als bekannt angenommen, theils gefunden. Man nehme nun allgemein an, man 
kenne bereits sänimtliche Coefficienten, nach ihrem Range geordnet, von aj^i 
bis ak^2n9 ^^^ 6S soll nun untersucht werden, wie viele der Coefficienten 
a4r+i,ib+2) «ib+i,A+3 9 • • • «ib+t,2» niau als gegeben annehmen muss, damit man die 
übrigen bestimmen kann. Diese 2n—{k+l) Coefficienten und keine höheren 
kommen in der k+V"* Gleichung des Systems (Ai,) vor, welche mit a]^k+i be- 
ginnt. Femer enthält das System (Bi.) eine Anzahl k Gleichungen, welche 
mit dem Coefficienten a^^^i^u schliessen und also keinen höheren enthalten, und 
zwar sind es diejenigen, welche mit den Coefficienten Oi^iOi^k-^i'i ai,2ai,*+i9 • • • 
Oi,k(^i,k+i beginnen. Man muss dah^ 2»— 2(&+l) dieser Coefficienten als be- 
kannt voraussetzen, um die übrigen k+i zu finden. Hieraus ergiebt sich, dass 
überhaupt nur noch so lange Coefficienten als gegeben vorausgesetzt werden 
müssen, als k + l<Zn ist, also höchstens Ar = it— 2 ist. D. h. also, um schliess- 
lich die sämmtlichen Glieder der Reihe a«-i,i.a^i,p+i . . . a^i^ zu kennen, muss 
man 2i»— 2(f»— 1) oder zwei Glieder aus dieser Reihe als bekannt voraus- 
setzen, wofDr man am einfachsten die zwei ersten a».i,« und cij_i,«^i nimmt. 
Die folgenden Coefficienten a«,.^.! u. 8. w. kann man immer aa3 GleichungeiH 
di0 in genügender Zahl vorhanden sind, bestimmen und hraucht daher keinev 
derselben als bekannt VQrausznsetsen. 

38» 
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Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich demnach, dess man, nm simmt- 
liche Coefficienten zn bestimmen, eine Anzahl derselben kennen muss, wddie 
durch An—b-\-22{n—k) ausgedrückt wird, wo man fDr k alle Zahlen Je = 3 
bis k = tt—i zu nehmen hat. Dies giebt also n*— n+1 unabhängige Coeffi- 
cienten, aus welchen die übrigen bestimmt werden. 

Ist z. B. » = 3 und schreibt man, zur AbkOrzong, 1,1 statt a^t vnd 
allgemein k, l statt a^j so enthält das System (^i.) die Gleichungen 

l'+l,2'+l,3*+ 1,4*+ 1,5V 1,6' = 

2'+l,l'+2,3'+2,4'+2,5'+2,6' = 
3'+2,3'+l,r+3,4V3,5'+3,6' = 
4^2,4^3, 4'+ 1,1'+ 4,5'+ 4, 6' = 
5'+ 2, 5'+ 3, 5'+ 4, 5'+ 1,1'+ 5, 6' = 
6'+ 2, 6'+ 3, 6'+ 4, 6'+ 5, 6'+ 1 , 1' = 

die Gleichungen 

3.2,3+1,4.2,4+1,5.2,5+1,6.2,6 = 0, 
2.2,3+1,4.3,4+1,5.3,5+1,6.3,6 = 0, 
2.2,4-1,3.3,4+1,5.4,5 + 1,6.4,6 = 0, 
2.2,5-1,3.3,5-1,4.4,5+1,6.5,6 = 0, 
2.2,6+1,3.3,6+1,4.4,6+1,5.5,6 = 0, 
2.1,3+2,4.3,4 + 2,5.3,5+2,6.3,6 = 0, 
2.1,4-2,3.3,4+2,5.4,5+2,6.4,6 = 0, 
2.1,5-2,3.3,5-2,4.4,5+2,6.5,6 = 0, 
2.1,6-2,3.3,6-2,4.4,6-2,5.5,6 = 0, 
3.1,4+2,3.2,4+3,5.4,5+3,6.4,6 = 0, 
3.1,5+3,8.2,5-3,4.4,5+3,6.5,6 = 0, 
3.1,6+2,3.2,6-3,4.4,6-3,5.5,6 = 0, 
4.1,5+2,4.2,5+3,4.3,5+4,6.5,6 = 0, 
4,1,6+2,4.2,6+3,4.3,6-4,5.5,6 = 0,, 
5.1,6+2,5.2,6+3,5.3,6+4,5.4,6 =,0. 

Niunit mtttt' nwr di» 7 Coefficienten 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 2,3; 2,4; 3,5 ab 
Mnnnt ad, so findet man an» den Gleichongen (1.),. (2.) und (7.) die Werliie 
▼on 1,6 und 2,6 mithin auch den Wertb von 1^1. Dann findet onui Jiiu dm 



■X) 




(2.) 




(3.) 




(4.) 




• (5.) 




(6.) 




und das System 


(ß..) d 


'(7.) 




(8.) 


— 1* 


(9.) 


— I5 


(10.) 


— f. 


(11.) 




(12.) 




(13.) 




(14.) 




(15.) 




(16.) 




(17.) 
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Gleichungen (3.), (8.) und (12.) den Werth von 3,4; 3,5; 3,6. Zur Be- 
stimmung von 4,5 und 4,6 kann man zwei der vier Gleichungen (4.), (9.), 
(13.) und (16.) auswählen und schliesslich 5,6 aus einer der Gleichungen 
(5.), (10.), (11.), (14.), (15.), (17.), (18.), (19.), (20.) bestimmen. 

Die Betrachtung bleibt im Wesentlichen dieselbe, wenn m eine un- 
gerade Zahl =2n+i ist. Man nimmt zuerst die 4^—3 Coefficienten ai^2^ ^1,39 ••• 
ai,2» und »2,3, 02,4, ... (h,'in als gegeben an und findet vermittelst der zwei 
ersten Gleichungen des Systems (^1.) und der ersten Gleichung des Systems 
(JBi.) die Werthe von ai,2«+i und (h^^n^i wnd den Werth von öi^i. Man ha* 
dann wieder, wie im vorhergehenden Falle, drei Gleichungen zwischen den 
2« +1—3 Coefficienten 03^4, ... a3^a„4.i, so dass 2« +1—2.3 derselben als be- 
kannt angenommen werden müssen, und allgemein müssen von den Coefficienten 
«*,*+M • • • öt,2» noth wendig 2« +1—2* als bekannt angenommen werden, wenn 
die übrigen gefunden werden sollen. Im Ganzen sind daher 4ii— 3+JS'(2ii+1^2iir) 
Coefficienten als bekannt voraus zu setzen , wo für k die Zahlen von iSr = 3 
bis k=^n zu nehmen sind, also it^+1 unabhängige Coefficienten. Dieser Aus- 
druck gilt jedoch erst von m = 7 an. Ist nämlich m = 3 so hat man, mit 
Benutzung der schon oben gebrauchtea Abkürzung die sechs Gleichungen 

(1.) l,r+l,2^+l,3^ = l, (4.) 1,3.2,3 = 0, 

(2.) l,2^+l,r+2,3' = 1, (5.) 1,2 .2,3 = 0, 

(3.) 1,3^+2,^+1,1^ = 1, (6.) 1,2.1,3 = 0. 

Die Differenz der zwei ersten Gleichungen mit der vierten verbunden, giebt 
1,3 = 0, 2,3 = 0, dann folgt aus (3.) dass 1,1^ = 1 und mithin aus (1.) dass 
1,2 = 0, so dass in diesem Falle kein Coefficient unbestimmt ist. 
Ist in = 5 so hat man die 1 5 Gleichungen 

(1.) I,r+l,2'+l,y4-l,4*+l,5* = 1, 

(2.) l,2'+l,l'+2,y+2,4'+2,5» = 1, 

(3.) l,3'+2,3*+l,l*+3,4»+3,y = 1, 

(4.) 1,4V2,4H3,4V 1,1*4-4,5» = 1, 

(5.) 1,5»+ 2, 5»+ 3, 5'+ 4, 5'+ 1,1' = 1, 

(6.) 1,3.2,3 + 1,4.2,4+1,5.2,5 = 0, 

(7.) -1,2.2,3+1,4.3,4+1,5.3,5 = 0, 

(8.) -1,2.2,4-1,3.3,4+1,5.4,5 = 0, 

(9.) 1,2.2,5+1,3.3,5 + 1,4.4,5 = 0, 
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(10.) 1,2.1,3+2,4.3,4+2,5.3,5 = 0, 

(11.) 1,2.1,4-2,3.3,4+2,5.4,5 = 0, 

(12.) 1,2.1,5-2,3.3,5-2,4.4,5 = 0, 

(13.) 1,3.1,4+2,3.2,4+3,5.4,5 = 0, 

(14.) 1,3.1,5+2,3.2,5-3,4.4,5 = 0, 

(15.) 1,4.1,5+2,4.2,5+3,4.3,5 = 0. 

Nach der allgemeinen Formel müssten hier 5 Coefficienten unabhängig sein, 
während in Wahrheit nnr 4 unabhängig sind. Nimmt man nämlich die Coef- 
ficienten 1,3; 1,4; 2,3; 2,4 als bekannt an, so findet man aus der Differenz 
der zwei ersten Gleichungen in Verbindung mit der sechsten die Coefficienten 
1,5 und 2,5, ferner aus der Differenz von (3.) und (4.) in Verbindung mit 
(13.) die Werthe von 3,5 und 4,5; dann 3,4 aus (14.) und 1,2 aus (7.), 
schliesslich 1,1 aus einer der ersten 5 Gleichungen. 

Versteht man unter E-^ die grösste in -^ enthaltene ganze Zahl, so 
kann man die Anzahl der unabhängigen Coefficienten für ein gerades und 
ungerades m durch die gemeinsame Formel i+E I" '^"ö" ^^^^^^I^^^^- 

Im April 1867. 
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lieber die Kettenbruchentwickelung des Gaussschen 

Qaotienten 'X^l^^J^' ■ 

(Von Herrn L. W. Thomi.) 



\jfau8s giebt in seiner Abhandlung über die hypergeometriscbe Reihe 

nachstehende Entwickelung des Quotienten !L>^ J^ >,^ , indem er durch 

F{a, ßy y, x) diejenige Function bezeichnet, welche für die Werthe des Ar- 
gumentes X innerhalb des um den Nullpunkt der Constructionsebene mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kreises durch die Potenzreihe 

■^1 i.2...r.y(y+l)...(y + r-l) 

definirt ist, und welche gemäss der für die Reihe geltenden linearen Diffe- 
rentialgleichung: 

d'F y--(a+ff4-i)a; dF aß ^ ^ ^ 

dx^ aj(1— a?) dx x(l--x) 

eindeutig und stetig bleibt bis zu einer vom Punkte x = i aus beliebig ins 
Unendliche gezogenen, sich selbst nicht schneidenden Linie. 
Die Gausssche Entwickelung ist diese: 

Fia.ß+l.r + i.x) ^ i 
F(^ct,ß,y,x) i_^^ 



1. ^-^ 



1- 



i- 



i—a,-ia 



fn-r 



wo 



^ = ri^AZ^l'Z:t7l. ^ A. = F(«+m, ß+m, y+2m, x), 



(r + 2m-l)(y + 2m) 
«*-+' = Qr'+2m)^(^+2m+]:> ^ ^-^^ = ^(«+"»> i*+«+*' y+2«+l, *) 

ist. Für n=^ CO nimmt diese Entwickelung die Form eines unendlichen Ketten- 
bruches an. Von den in yorstehender Ent^ckelungsform enthaltenen Ketten- 
brachen hat der Verfasser im 66. Bande dieses JonmriB den besonders her- 
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vortretenden, in welchem ß = gesetzt ist, wodurch man den Kettenbmch 
einer hypergeometrischen Function selbst, nämlich nach Vertauschung von./ 
mit y— 1 den der Function F(a, l,y, a?) erhfill, in Bezog auf die Convergene 
untersucht. Es hat sich dort ergeben, dass der Näherungswerth dieses Ketten- 
bruches in dem ganzen Gebiete der Ebene ausserhalb der Strecke auf der Ab- 
scissenaxe x = + i — [-oo gegen die erzeugende Function convergirt. Die 
bei diesem specielleren Kettenbruche angewandte Methode fflhrt aber auch bei 

dem allgemeineren des Quotienten fr J^ \ ' zum Ziele, und es soll 

in dieser Abhandlung gezeigt werden, dass für beliebige, reelle oder imaginfire 
Werthe der Grössen a^ ß, y der NSherungswerth dieses Kettenbruches in dem 
Gebiete ausserhalb der Strecke auf der Absc^ssenaxe 2: = +l-'* + ^ mit Aus- 
schluss derjenigen Punkte, in welchen dei* Quotient unendlich wird, gegen die 
erzeugende Function conrergirt. 

§. 1- 

Die Zähler ond Nenner der Näherongsbrüche des Kettenbruches 



^.+ 






^r + 



mOgen mit Z und N beseichnel, und derjenige Nfibemngsbruch, welcher sieb 
aus der Reihe der Brfiche — ^, ' Lx •> ***'• cgieht, =-55^ gesetzt 

werden. Alsdann gehl, wie in §. 1 der Abhandlung des Verfassers im 66. 
Bande dieses Journals ausgeführt ist, die in der Einleitung angegebene EnW> 

Wickelung des Quotienten JfTg' \' ^^ nachstehende, ihr identische Aber: 






+ 



• • • 



II 






D«r (»-rl)** Nlheinngibraoh dao.liyparyoometriadie« KettMbmebes wird ajbar 
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dargestellt durch die Reihe: ' 

Damit also dieser Nähefungsbruch in einem solchep endlichen Theile des Ge- 
bietes auss^rhfilb der Strecke auf der Abscisseimxe x=^+i ... + oo^ iu welchem 

kein Punkt liegt, worin der Owotient i>> j^ .' unendlich wird, end- 

lieh bleibe, sobiffd li eine gewisse Zahl überschritten hat, niid diann gegen die 
erzeugende Function con vergire , ist Höthweudig und hfnretchend, dass in 
diesem Bereiche das RestgUed ift der Entwiekeliing des Quotienten^ nämlich 

mit wachsendem fi unendlich kleia werdet 

Die Ausdrficke der iV hat Herr Heine (B. 57 dieses Journals) ange-- 
geben, und zwar haben iV}« und N^^^^ , die ganze Functionen von x höchstens 
m""" Grades sind, folgende Formen: 

N^m = F{a, ß, Y, x)F{\-m-a, -m-ß, l-2f«-y, *) . . 

- a,,a^ . . . o,« «'-+' F( 1 -«, 1 -ß, 2-Y, x) F(«+m, /?+«+! \ y+2iiH-l , «), 
N-im+i = F{a,ß,'y,x)F{-m~-tt,^m-ß,-2m-Y,x) 

- a,K».. . . a,.+^a?""+'/?(l -o, 1 -ß, 2-y, x) F(«+«+ 1 , /?+«•+! ,/+2iii+2, x), 

wo fl(j=i^ v^^'^^^'^ ist, und 01,112. ... dieselben Grossen Sind , dfe oMer dieser 
Bezeichnung im Kettenbrnche vorkommen. Durch dfe* Relation 

i" ■ - - 

die Herr Heine daselbst beweist^ redudrt sich vorstehmde» Reatglied auf fblr- 
genden Ausdruck: 

NZTfo 
Dieser Ausdruck wird jAzt,' ebenso Wie es bei dem speetellefen Kettenbruche 
in der oben angef&hrten A'bhandlung dei Verfasfsers geschehen ist, fransfär- 
mirt mittelst der Substitution : 



_ 4i ' •' _ < — yi — a? 



wo ^i—x den Werth 1 fBr^^srO" bat. 0er Zusämnftenhanf iwiacbeii ar und 
« ist dery desa einem Punkte x ausatrhalb der Strecke auf der Abaciasenaxe 

Joonial nir If atheniAtik Bd. LXVII. Heft 4. 39 
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x = +i^" + oo ein Punkt z innerhalb des nm den Nullpunkt mit dem Radius 
1 beschriebenen Kreises entspricht und umgekehrt. 

Diese Substitution werde also in die Functic^nen 

A«+i = Fia + m,fi+m+i,y+2m+l,x\ N,^^,{a, ß,y,x) 

eingeführt. 

Nun ist bereits in §. 2 No. II der früheren Abhandlung des Ver- 
fassers nachgewiesen worden, dass das Product 

(1 +Är^-F(a+.f», /i+m, y+2m, 4)5(1 +«)-*), 

welches för die Werthe des Argumentes » innerhalb des Kreises mit dem 
Radius 1 eine eindeutige und stetige Function von ^5 ist, und seine Ableitungen 
nach SS für die genannten Werthe des Argumentes mit wachsendem m gegen 
die Function 

bezöglich deren Ableitungen convergiren. 
Von den Produoten 

(l+»)*'-iV,.(«,/i,y,4»(l + an, 
(1 +»riV,„^.(«, ß, y, 4a (l + z)-') 

wird jetzt ebenfalls gezeigt werden, dass jedes von beiden mit wachsendem 
m sich einer endlichen Function von si als Grenze nAhert Dabei kann man 
sich wegen der Relation, welche zwischen den Nennern der Näherungshräche 
besteht : 

auf die Ermittelung von \im.(i+zf'^N'2^ beschranken. 



m—9ö 



§2. 

^imifi^iß,»Y)X) ist eine ganze Function von x höchstens m"" Grades; 
daher.hat (l+»)'Tiy„(a,/3,j', 48(H-»)7') die Form: l+c,»+c^'+-+c,»»»-, 
wo er = C2,^r ist. In dem Ausdracke 

= ^(«, ß> r> 4«(l+»n(l+.)'- ^(1-«.-«, -m^ß, i-2m-r, 4»(H-»)-') 
. -<i,.<i,.,..a^(4»)'-+'(.H-.a)-»*-'F(l-«, 4-'/?,2-y, 4»(l-f»)-'). 

.- xF(o+i»i/?,4-«+l,y4-2»4-l,4a(l+*)-») 
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sind aber alle hypergeometrischen Functionen för die Werthe von z innerhalb 
des Kreises mit dem Radius 1 eindeutige und stetige Functionen von z und 
lassen sich daher für diese Werthe des Argumentes durch Potenzreiben von der 
Form i+JSa, »'^ darstellen, Daher ist die ganze Function 2m*''" Grades von s 

gleich dem bis zur ^m^^"" Potenz von z gehenden Theile der Potenzreibe, die 
das Product 

F{a, ß, Y, 4a (l+Är')(l+»)^F(l-m~a, -m-ß, i-^m-y, 4«(l+z)-') 

darstellt. Dieses Product werde durch das ihm identische 

ersetzt. 

Der Modul des allgemeinen Gliedes der Potenzreihe, welche dem Pro- 
ducte F(a, /?,y, 4« ;l+»r')(l+Är''^ gleich ist, bleibt, wennMod» = Ä<l 
ist, unterhalb einer positiven Grösse G; daher bleiben die Coefficienten dieser 
Potenzreihe dem Modul nach unterhalb der entsprechenden Coefficienfen der 

Potenzreihe G.^\^j , wo G eine gewisse positive Grösse >1, R<Z\ ist. 

Der Ausdruck 

(l4-«)2(-+/?)/r(l-«-a^ ^m-ß, 1 -2m-y, 4«(1 + «)-^), 

der zur Abkürzung mit r/)2»(«) bezeichnet werde, genflgt aber der Differential-* 
gleichung: 

« ( 1 - ^') ^^^ + {2/9-y+l 4-2(2a-j-l >+(2/3-7-l y-2(m+/3)( 1-*^)} ^5^ 

-2(mf/?}{2a-y-l+(2/3-y)a}Va^(i*} = 0, 

und man erhält, wenn (p^^(%) =^ £ a^i^ gesetzt wird, aus dieser Differential- 
gleichung folgendes Gesetz der Coefficienten: 
Von r = bis oo : 



(r + 2)(2m-r-2 + y) ^'^*"*' (r+2)(2m-r-2 + y) 



Untersucht man aber die Coefficienten Oo, Oi, . . . hl^ so findet sich Folgendes: 
För r Idsst sich ein so grosser Werth q bestimmen, dass, sobjald m 
und r die Bedingung m^r>p erfflllen. 



Mod.l^^-^'+*^^"-^-^+/^l<Mod.(^'^^-^i+*>^r:-*t^i<:.. 



39* 
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wird^ wo B eine beliebig klein angenommene positive Grösse ist, und 

Da ferner die CoefGcienten o», ni^ ... a^^i bei beliebig grossem m dem Modul 
nach unterhalb einer positiven Constanten A bleiben, so kann man Mod. (ai,)<C^> 
Mod.(aiX-4(l + «}, •.. Mod. (a^4.,)<:^(l+«)^"'"* setzen. Aus dem Vorher- 
gehenden folgt daher, dass für f»>p auch Mod. (a^^.2X^(l+^)*^^ • • • 
Mod,{a^)<CA{i + €r ist. Bildet man jetzt das Prodoct 

und vergleicht die CoefGcienten mit denen der entsprechenden Potenzen in 
dem Ausdrucke 

(l + «)'-iV,«(a,/i;y,4«\l + an = l + c,Ä + c,Ä^ + ... + C2«»^ 
so sieht man, dass fär m^ff die .Coefficienten 1, c«, c^i ... c;. dem Modul 
oi^ch kleiner als bezüglich &|>, /ti^Jts, .,. . k^ sind. Da jaber i^»^r = <^r ^ 
während die Grössen k best&ndig wachsen, so haben alle Coefficienten c^ die 
angegebene Eigenschaft. 

Daraus ergiebt sich, dass für eiu fixirtes r Mod.lim.(0!^ *^ sein muss. 

Die Reibe Sk^i'' convergirt innerhalb des Kreises mit dem kleineren der 

> , , ■ ii ■ • 

beiden Radien R und -r-, — ^ der =Ri sei; innerhalb desselben Kreises .con* 
vergirt also jedenfalls auch die Reihe ^lim.(c^}z^ 

Nimmt man jetzt für r einen beliebig grossen Werth Qi an, so Iflsst 
ricfh fbr » ein so grosser Werth .a bestimmen, dass bei m^u 

Mod.jc^— llm.(0} <:f, ■ '' 

i^t, wo «1 eine beliebig klein angenommene positive Grösse bedeutet. Daher 
ist für m^/i>p und Mod.(z)<;Äi 



Mod.{J?c,z^-^*lim.(c,)«'^}<€,i?Mod.(«'^;+2-f *,Mod.(Ä'^}. 



Ba ib«r (i| beliebig gross und «i beliebtg klein angenommen werden konnte, 
so siebt man aus dieser Ungleichung, dads für Mod.(z}<C Ai die iPonction £6^%^ 

mit Wachsenden ni gegen die Function <ZKm.(cJ«'' convergirl. Ebenso con- 
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vergiren die Ableitungen von 2€,V nach s gegen die entsprechenden von 



r=flO 



2m 

1 

ü 

S Um. (c,.)«^ Da aber R^ beliebig nahe an 1 gebracht werden kann, so hat 

2m ... 

die Function Jlc^i'^ mit ihren Ableitungen die angegebene Eigenschaft inner- 

'3 

halb des ganzen Kreises mit dem Radius 1. 

Um nun die Form der GrenzfuncUoo zu bestimmen, gehe man zu dem 
Ausdruckt ' V 

(l + »r-iV„(a,/i,7,4»(l+»)-') 

xF(ot+m, /?+»»+lvy-+2m+l, 4»(1+»)-') 

zurflck. Die linke Seite dieser Gleichung convergirt, wie bewiesen, mit 
wachsendem m gegen eine endliche Function von s und zwar fflr beliebige 
Wertbe der Grössen a, ß, y (wobei p^ natürlich nicht den Werth Null oder 
den einer negativeo ganzen Zahl erhält, in welchen Fällen a oder ß eben 
solche und absolut genommen nicht grössere. Werthe erhalten müsslen, und 
daher ausser dem schon frfiher behandelten Kettenbruche von F{a, 1? 1? ^) 
höchstens endliche Kettenjkrüche in d^r ohen angegebenen' EntwiokeUingrform 
enthalten sein können). Man nehme nun auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung in den einzelnen hypergeometrischen Functionen zunächst 
die positiven ganzzahligen Werthe von y aus. Da nach §.1 

lim.{(l+«r^--^F(a+ii^/*4fli+l,r + 2m+l,4a(l+«r^)} . 



M=aD 



\ ; 






00 

und ferner lim.{ii„ai...a3»(4«/''+^} = isi, weil die Reihe J?abih«*«^(4i»/^^ 

m=» ^ 

für lim.Mod.(ö^4z) = Mod.(z)<C 1 convorgirt; so ist; 

lim. {«w»,...aw:4»/-+\l +*)-'"-'^(l-«, l-A2-y,4.(H-4)7*) 

xF(a-H»,/9+«-|-lry+2iiM-l,4»(l+»>-^)} ^ 0.. ; 
Der AuwirBck 

F{a, ß, y, i»{i+i)-'){i+ffp(i-m-a, -m-ß,l-2m-y, 4»(1+V') 

eoiivergirt daher mit Wachsfendeitt m g^gän die gesticfab Grenitfinictioir; 
ebenso iketne Ableifinigeii nai^K s gegen die Mtsprechendrä- dteter Fun^ttioii'. 
Betrachtet man jetzt ein solches Gebiet !h dTeihKreiae nlit den» Radraff I9 
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in welchem keiner der Punkte liegt, worin F(a, /?,y, 4« (1 +«)"') verschwindet, 
so sieht mau aus dem Vorhergehenden, dass in diesem Gebiete der Ausdruck 
(1+»)^'"F(1— m— a, — m— /?, 1— 2»i— y,4»(l+J5)-^) und seine Ableitungen 
ebenfalls gegen endliche Functionen von ss convergiren mflssen. Dasselbe 
findet also bei der Function 

statt. Bringt man aber die oben angegebene Differentialgleichung von ^2^«) 
auf die Form 

dz + r=v ^^-w+ 2(111+/»)^^-^*^ ~ "' 

wo zur Abkürzung 

;:2«(ä) = ^ izv ' " 

gesetzt ist, so erhilt man durch Integration 

Hieraus ergiebt sich, dass in dem betrachteten Gebiete 

z 

/ia—Y—l-i-Oß—Y)t . 

lim.y,.(a) = c" =(!-«) ' (1+») ' 



lll=X 



ist. Da nun bereits feststeht, dass der Ausdruck 

überall innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 gegen eine bestimmte Grenz- 
function convergirt, so muss diese gleich 

F(«,/?,y,4»(i+»n(i-») ' (1+»)""^ 

sein. Damit ist also für alle Werthe von a^ ß, ;^ mit Ausnahme der posi- 
tiven ganzzahligen Werthe von )^ bewiesen, dass 

r=» 2a+2^— 2y-l i^U-^ 

£Hm.(c,)»' = F(«,/?,y,4»(l+»)-')(l-a) .» (1+») '^ 

ist. Wegen der Stetigkeit der Coefficienten der Potenzreiheu^ die beide Seiten 
darstellen, in Bezug auf die Grösaen a, ß, y gilt aber die verstehende GI^ 
cbong für alle Werthe dieser Grössen. 
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Die Fonclion (l+«)'*iV2«(«,Äy, 4«(l+»r^) und ihre Ableitungen 
nach fk convergiren also mit wachsendem m gegen die Function 

F(«,/!^,y,4,(l+,r')(l-.) » (1+,) » 

bezüglich deren Ableitungen. 

Ebenso hat die Function (1+ Äf*"iV2«+i («,/?, y, 4« (l+a)""^ gemfiss der 
Relation iV2^+2 = ^2m+i— »iw+i^P^« mf Grenzfunction 

2a-f?^2y— 1 ~l~-2a~2^ 

i^(«,Äy,4»(i+ar)(i-«) ' (1+«) ' . 

§. 3. 
Kehrt man jetzt, Bachdem die Grensfunctionen, auf die in $. 1 hin- 
gewiesen wurde, bestimmt sind, zu den dortigen Betrachtungen zurflck und 

transformirt den Ausdruck ' *"' — ^ durch EinfOhrung von a;=4«(l+2}~~\ 

SO erhält man 

nn. a fi^^^' (t + »)-^''^Y.K A y.4»(l + l^)-^) 

a,a,...a._u^a; ' A;-i(«,Ay, 4*(i + »r^). /;(«,/?, y,4*(i + »)-^) * 
Die Function ^ ^ convergirt nach §. 1 und §. 2 mit wachsendem n 

Dieser Ausdruck bleibt endlich mit Ausnahme derjenigen Punkte, worin 
F(a, (i^ y, 4« (1+«)'"') verschwindet, lim. äiO, . . . a^^ (4»)*~* = 0, wie in $. 2 

gezeigt ¥^>rden ist, also convergirt der Ausdruck aA<i>^>g,^(.4a)*'"^ ^ n f 

innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 mit Ausschluss derjenigen Punkte, 
worin F(cf, /9, y,4»(l+»)'^ verschwindet, gegen Null. In diesen Punkten, 
wo F(a, /9,y, 4»(1+»)^^) oder F(a, /9, y, a?) verschwindet^ verschwindet aber 
F{a,ß^+i^y'\-i^x) nicht, vorausgesetzt, dass nicht eine der Grössen är in 
dem Kettenbruche verscfa^ndet und dieser daher ein endlicher ist ; weil sonst 
nach der Relation fr = fr+i'-(^r^i^fr+2 sfimmtliche Grossen /). in demselben 
Punkte verschwinden mflssten, was gemfiss dem in $. 1 angegebenen Grenz- 
ausdrucke von /r fär r =^oo nicht der Fall ist. Daher wird in diesen Punkten 

der QROtieut ^^%f"^^r"^^'^^ unendUch. 

Das Resultat ist mithin, wie in der Etnleitung aüsgesprodmi, iKeses: 
der Nlbierungswerth des bypergeometrischen Kettenbmchs oenvergirt bei be- 
liebigen Werthen der Grössen ft^ ßy y in den ganten Gebiete ausserhalb der 



^#dit# imf 4#r Ah§m§$fmM%e jr^+1...--« ml AmwUmi deijflBifni Pakte. 

wz/riü 44ff OMtfaH ^"^^^liüljlif^ mafuHidi wM. mea ficMi QwfieBfeii. 

l>bifr iIm Verimitefi ^ FoBctioB F a, /^^ 7"^ ^; in der ^mg^mmg des 
PüifkUfi jr 1 iffirirt dii; Formel von Herrn Kmmmer (Band 15 dieses JowBals) 
AnfvrbliiMf^ welche diese Konction dnreb die ptrticoltren Int^rale der lineeren 
MKwtmiUtl^Mehanif. di« von {\—x) aMiingen, aosdrflekt: 

F(a,ß,y,x) 
AF(u,l1,o.\(i y-\-\,\-x)-irB(\-xy-'-l'F{y-a,y-ß,y-a-(i+\,\-x) 

'^ //ry- a~.l)/l(y.l^-<) ' " /I(«-1)iZ(/f-l) » 



wo 



^^"^ ■ l"",! (.+i)(x+2)':."(.+n) «i^ 



>velolio i^oriiiel gilt, solenge jf^a-ß keine ganze Zahl ist. Wendet man 
diese Formel auf den Quotienten • -'£~i" ' ^ ' »"^ wofern y—a—ß nicht 

ganasahtlg isl^ »o findet man leicht, dass, wenn keine der Grössen a, y—'ß, 
ß \ \% Y ^ i 1 der Null oder einer negativen ganzen Zahl gleich ist, in wel^ 
«iheu FAllen der Keltenbruch ein endlicher wftre, der Quotient deo PoxJct x=\ 
ium Yerswtttgungspunkte hat und ausserdem^^ wenn die Grösj»en a, ß^ y reell 
sind, auf der Strecke der Abscissenaxe x = + 1... + ^ imaginir wird. In 
letatereni Falle kann daher die Kettenhmchentwtckelung, die auf dieser SiMeke 
aus rsflleu Klemsnl<)n besieht, keinen der beiden Zweige darstellen. . . 

Die in S* 1 angegebene Reihe ^ welche den Kettenbruch idenliscl^ er- 
selil% lAsst sich la den einaolnen Gliedern differentiiren und stellt alsdami di« 
Ablelliuigeu der iirsprAiigHoben Function dar^ was auf dieselbe Weise, wie 
bei deui speoieUer«» Kettenbrücke^ den der Verfe^ser im 66. Qende dieses 
JounmU behandelt hat> geieigt wird. 

Ifis soll Jotit an einigen Beispiele nachgewiesen werden, dass 9a. ia 

der That (MiM^ *^^%^'*'^^'^!^''^ iH unendlich fortsckreiteidesi 

bmt^e (tti4(% die in Punkten des Gekteles ausserhalb der Strecke anf der 
Akt^lMtüM # «ü H' 1 «. .+00 «MndUck werden. 

In 4mi Mfi^prikeMi lüMke kelrMlM# sm» Mfende sms 4sai 
vl«*#)^«nJ^\^,%t%ti.») iitHiriigoJb» k yptrfa oia aliisch e 
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i-(i-xy = ^a;F(l-«,l,2,x), 

Es werde u reell und von einer ganzen Zahl verschieden angenommen. Fflhrt 
man alsdann die Functionen F(1— //, 1, 2, a?), ^(""^^^^""^-^^-o"? ^0' 
fUIL^^EzI^^^o^A als Nenner in den Quotienten ^i^ ^-+ ^^ ^ ^ +^^ - ^ -^ 

ein, so erhält man aus diesem unendlich fortschreitende Kettenbrüche. In der 
ersten Function bleibt für o? die Strecke auf der Abscissenaxe :r = -f-l ...-f (» 
ausgeschlossen, In der zweiten und dritten die Strecken a? = — oo.,.— 1 und 

+ 1... + 30. Wird daher l~(1-x/ = l-e"'"^'", 1 + (1=5)^= l:pe^»og- ge- 
setzt, so bleibt für u und r die Strecke — ^o ... ausgeschlossen und die 
Logarithmen nehmen den Werth Null für u und r = 1 an. Damit nun 1— e"'^«* 
und 1 + e"'''^*' in dem betrachteten Gebiete von u und <? verschwinden, muss 

logw = 71% und logr = — '^ni sein, wo m und n näher zu besUmmende 

ganze Zahlen sind. Da aber, wenn x^e^' gesetzt und & innerhalb der 
Grenzen —n und ■\-n genommen wird, loga; mit dem Anfangswerthe Null Ar 

a?=l gleich Si wird, so müssen m, » und ^ die Bedingungen — 1<< — <1 

2ii 4. 1 
und — K — -^- — <Cl erfüllen. Sind aber diese Bedingungen erfüllt, und wird 

u^ef" \ f) = e f" gesetzt, so verschwinden 1—c^***«" und l+c^'*'«^ Wird 

hm . 

nun noch für m der Werth Null ausgeschlossen, damit in l-ap = e^ und 

1 — a? — Tri . . . . , . , .. . ^, - , — yr« 

.. — — if f* 



1-fa: 



^^ a? nicht verschwinde, so sind die aus den Gleichungen 1— a: = c'" 



J Im . j. !»±i„.- 

7-— = e^ , rTr"==^ '" ^^^^ ergebenden Werthe von a: solche, welche, 

beziehlich in die angeführten, hypergeometrischen Functionen eingesetzt, diese 
innerhalb des jeder zugehörigen Gebietes verschwinden machen. Für dieselben 
Werthe von x kann, wie oben nacbgewiesen , der Zfthler des Quotienten 

^^°'/+i'^+^'^^ nicht verschwinden ; für diese Werthe wird daher der Qoo- 

tient nnendlich. 

Berlin, im Mai 1867. ^^ 

Jonrnil fttr Mathematik Bd. LXVII. Heft 4. 40 
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lieber die EntwickeluDg beliebig gegebener 
Functionen nach den Bessehehen Functionen. 

(Von Herrn Carl Neumann in Tübingen.) 



W ie man die von Cauchy aufgestellte Formel 



mit Vortheil verwenden kann aar Begröndung von Entwickelungen nach stei- 
genden oder fallenden Potemen, ist bekannt. (Vgl. die Theorie des fonctions 
donblement periodiques, par Briot et Bouquet, pag. 20 — 34.) Dass man 
durch dieselbe Methode auch zu Entwickelungen gelangen kann, welche fort- 
schreiten nach den Kugelfunctionen erster oder zweiter Art, dürfte gleichfalls 
bekannt sein. (Vergl. meine kleine Schrift über die Entwickelung einer 
Function mit imaginärem Argument nach den Kugelfunctionen erster und zweiter 
Art. Halle. 1862.) 

Neu aber wird es sein, dass man jene Formel auch benutzen kann 
MF Auffindung und näheren Begrfindung von Entwickelungen, welche fort- 
schreiten nach den Bes9ehc\L^n Functionen /*^ oder auch nach gewissen neu-- 
gebildeten Functionen 0'\ In Betreff dieser 0" ist zu bemerken, dass sie zu 
den J* in ganz ähnlicher Beziehung stehen, wie die Kugelfunctionen zweiter 
Alt zu denen erster Art, d. i. wie die 0" zu den P\ 

Die Besselsche Function J^iz) wird bekanntlich definirt durch die stets 
convergente Reihe: 

T-U^ = *" (i *' I ^ ^ 

^ ^*^ 2»ilw V 2.2n + 2"^ 2.4.2n + 2.2n + 4 ' V^ 

WO //« = i.2.3...» (und demgemäss 770 = 1) ist. 

Die von mir eingefbhrte neue Function 0"(s) ist eine gan%e rationale 

Function eon — vom (n+l)"" Grade ^ welche verschwindet für ä = oo, also 

ei^f^. Fnnctioii von folgendem Charakter: 

Die Constanten A, B, C, ... G^/FlTli'd altemirend =0; so dass die Function 
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0'*(j5), je nachdem n gerade oder ungerade ist, entweder ein Aggregat von 
lauter ungeraden oder ein Aggregat von lauter geraden Potenzen ist. 

Versteht man unter e^ eine Constante, wekbe für n = den Werth 1, 
für n'^0 den Werth 2 hat, so dient als Definition von O^^z) die Formel: 

^,. . 2-1171 c. . »* , »* , \ 

«.O (a) = -i;+r(,l+ 2.2,i-2 +2.4.2«-2.2n-4 +"*V' 

WO der Ausdruck rechts bei einem gewissen Gliede ab^^ubrecken t>^/ himlich 
nur diejenigen Glieder umfassen soll, welche vertrftglich sind mit dem der 
Function 0"(«J beigelegtem Charakter. (Das letzte Glied innerhalb der Paren- 
these enthält also die »*^ Potenz oder die {n-^-iJ^ Potenz von z, je nachdem 
H gerade oder ungerade ist.) 

So ist, um einige Beispiele anzuführen: 

0(») = -+-ii-+-7r-, 



und andererseits: 



o'(.) = 4, 



% 



Ebenso wie J" {z) reprSsentirt wird durch das von Bend angegebene Integral 

J*{z) = —J coB{zsnkto-^nw)dü}, 

ebenso kann mek 0*(si) darch eia bestimmtea Integral attflgedrackt wardaü. 
Es ist nSmlich: 

Die hanptsAchlichen Resultate meiner in Betreff der Fpictionw / iuid,0 ao^ 
gestellten Untersuchungen sind folgende. 

1. Für jedes beliebige n (aüsgettommeB ii = 0) ist: 

40* 
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Auf den Fall n = sind diese Formeln schon desshalb nicht anwendbar, weil 
J~~^(9) and 0~~'(2) ohne Definition geblieben sind« Diese Lücke findet ihre 
Ausfallung durch die Formeln: 

Mit Rficksicht auf die J waren diese Formeln schon von Bessel aufgestellt. 

2. Versteht man unter / eine auf der s Ebene in geschlossener 
Bahn und in positiver Richtung herumlaufende Integration, so gelten die 
Formeln : 

yb-(«)o-(Ä)rfÄ = 0, 

wo m, n beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen sind. 

Wenn das von der Integrationscurve umgrenzte Gebiet den Punkt 

nicht enthftlt, so ist jederzeit 

* = 0. 

Enthilt aber dieses Gebiet den Punkt in sich, so ist 

A = , oder = 0, 

jenachdem die Zahlen m^ u gleich oder verschieden sind. 

Unter dem Punkte ist hier der Anfangspunkt des in der « Ebene 
festfesetzten Coordinatensystems, und unter e« die schon fraher angegebene 
Constante zu verstehen. 

3. Sind,« und %i complexe, der Bedingung inod. j^ <C mod. «j unter- 

worfene Variable, so lAsst sich der Bruch mit Benutzung der Functionen 

/, in fbl^nde Rdhe 'entwickeln: 

. i-!:7=.#«./"(»)ö-(V..''. ■ 



» . , 
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Diese Entwiokelnng bleibt coneergent und süUig^ so lange die angegebene 
Bedingung mod. j5 <C mod. j5i erfflllt ist. 

4. Jede Function f{i)^ welche innerhalb eines Kreises mit dem Mittel- 
punkt eindeutig und stetig ist, kann (und nur auf einerlei Art) entwickelt 
werden in eine nach den /"(^) fortschreitende Reihe: 

f{z) = ao/"(«) + «4J\Ä) + a2/'(a) + -, 

welche cofi«er^6f»< und gültig bleibt für alle Punkte innerhalb des Kreises. 

5. Jede Function /*(«), welche eindeutig und stetig ist auf der von 
zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunkt begrenzten ringförmigen 
Fläche, kann (und nur auf einerlei Art) entwickelt werden in eine nach den 
/"(ä) und 0"(j5) fortschreitende Doppelreihe: 

+ÄO'^(ä)+ÄO'(«)+/?,0^(»}+-, . 
welche coneergent und gültig bleibt für alle Funkte jener ringförmigen Fläche. 

6. Die Constanten Coefficienten a und a, (3 in den Entwickelungen 
4. und 5. können unmittelbar berechnet werden durch Anwendung der Integral- 
Eigenschaften in 2. 

7. Die Entwickelungen in 3., 4., 5. erleiden durch (beliebig oft wie- 
derholtes) Differentiiren nach den Variablen ss, ssi keinerlei Beeinträchtigung 
hinsichtlich ihres Convergenz- und Gfiltigkeits- Gebietes. 

8. Die eine particuläre Lösung der Differentialgleichung 

d^F 1 dF 



ist bekanntlich 

F = J"(ä). 

Ihre andere particulflre Lösung wird nicht etwa durch die Function 0*'(js), 
sondern durch folgende Reihe reprasentirt : 

F = J'(Ä).iog«+2[y^(Ä)-4y*(Ä)+K(«)-i^'(Ä)+-]. 

Sie besteht also aus zwei Theilen, von welchen der erstere im Punkte 
logarithmisch unendlich wird, wflhrend der andere (dargestellt durch eine stets 
convergente Reihe) eindeutig und stetig bleibt für sAmmtliche Punkte der 
« Ebene. 
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NsumanH, EiitwMtehiHg nach Be$»eUthen Ftmeiionm. 
9. Die PoBctioB V*(s) genagt bekanoUieh der Differentudgleidiunf : 



d*F . \ d¥ 



T + 



+(l-^)F = ö. 



Eine Diffierentialgleichung, . welcher die Function 0'{i) GwOge leistet, ist 
folgende : 



ö'F . 3 dF 



di 



r + 



« ds 



(i-^> = ».. 



1 n 

WO g^ gleich — ist fBr jedes gerade n, hingegen gleich ^^ ist för jedes 
ungerade n. 

Tübingen, 28. M«rz 1867. 



Die Untersuchungen, deren Resultate ich hier in Kärze mitgetheilt habe, 
sind inzwischen von mir in ausführlicher Weise dargelegt worden in einer separat 
erschienenen Schrift: ^Theorie der Bessebehen Functionen^. Leipzig. 1867. 

Friedricbroda, 21. August 1867. 



^ ;. 



T ■• 
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MittheiluDg über Kettenbrüche. 

(Von Herrn JB. Heine zu Halle.) 
(AusEug aus dem MonAtsbericht der Akadomie der Wissenschaften eu Berlin.) 



§. 1. ±Jie Untersuchungen, welche ich hier mittheile, bezieben sich 
auf den Kettenbrucb, in welchen sich 

et 

Terwandeln lässt, wenn a und ß reelle oder imaginäre Constante bezeichnen, 
/"(j») irgend eine Function von z ist, welche a einen bestimmten endlichen 
Werth ertheilt, und wenn die Integralion auf einem gegebenen Wege erfolgt. 
Sind a und ß reell, so denken wir uns auch den Weg reell. 

Es handelt sich hier also um sehr allgemeine Functionen a; integrirt 
man z. B. über eine sogenannte Peripherie um x, so verwandelt sich a unter 
den bekannten Bedingungen in —2nif{x). 

Schon in frflheren Arbeiten habe ich ein besonderes Gewicht auf die 
Nfiberungsnenner gelegt, und sie z. B. im 32*'^" Bande, p. 209 dieses Journals 
benutzt, um den Kettenbruch selbst zu finden ; es liefern nSmlich die bekannten 
recurrirenden Formeln, welche je drei aufeinander folgende Nfiberungsnenner 
verbinden, sofort die Partial-Zfthler und Nenner des Kettenbruchs. 

Im Folgenden gebe ich die Näherungsnenner des Kettenbrücb? für a 
an, und zwar wird ein solcher Nenner, wenn er vom «*"* Grade ist, durch 
ein nfaches Integral ausgedrückt; aus demselben findet sich durch je eine 
Integration der Näherungszähler und der Rest, d. h. die mit dem Näberungs- 
nenner multiplicirte Differenz zwischen a und dem Näherungsbruche. 

Es werden sodann einige Eigenschaften der Näherungsnenner von a 
angegeben, und u. a. findet sich eine Beziehung zu einer Reihenentwickelung, 
die in einem speciellen Falle, welchen ich näher untersuchte, in dem nämlich 
f{x) gleich 1 dividirt durch die Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
von X ist, eine Analogie mit der Entwickelung in trigonometrische Reihen 
darbietet. Zugleich zeigt sich, dass in diesem Falle die Nähernngsnenner vo)i 
o zu jenen ganzen Functionen gehören, die einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung genügen, über welche ich in einer frflheren Hittheilung vom 
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7. Januar 1864 berichtete. Der Rest tritt als eine zweite Lösung derselben 
Differentialgleichung auf. Unten gebe ich die Resultate an, wenn die er- 
wdhnte Quadratwurzel aus einer ganzen Function vom dritten Grade ge- 
zogen wird. 

§. 2. In der Analysis haben solche Gesetze für Entwickelangen 
die grösste Bedeutung^ nach welchen die Entwickelung nur auf eine Weise 
erfolgen kann. So stellt man ein Gesetz auf, um eine reelle Zahlgrösse a 
auf völlig bestimmte Art in einen Kettenbruch zu verwandeln, dessen Partial- 
Zähler sammllich 1, dessen Partial- Nenner positive ganze Zahlen sind. Um 
in ähnlicher Weise eine Function von x — sie heisse a — zu entwickeln, 
kann man zwei verschiedene Gesetze aufstellen, von denen das eine Ketten- 
brüche solcher a liefert, welche sich nach ganzen absteigenden Potenzen von 
0* ordnen lassen, das andre auf Reihen anwendbar ist, welche nach ganzen 
Potenzen einer Grösse x oder x — c aufsteigen. 

Im ersten Falle setzt man 

1 i 

^=G„+ — ; a, = G^ + — ', etc. 

wenn G,)? ^i? ^tc. ganze Functionen von x bezeichnien, und (7j, a^, etc. für 
x = oo selbst unendlich werden *). Dieses Gesetz giebt offenbar einen ganz 
bestimmten Kettenbruch für o, und 6i, G^^ etc. sind mindestens vom ersten 
Grade. Man beweist bekanntlich leicht den Satz: Sind irgend welche ganze 
Functionen G^^ (j^, (r,, etc. G^^i gegeben, und man fügt ihnen eine solche 
Grösse a^ hinzu, dass der aus den Partial -Zählern 1 und den Partial -Nennern 
Go, öl, G29 etc. fi^y_i, Oy gebildete Kettenbruch gleich a wird, so ist dies 
immer die Entwickelung von er, welche man nach obigem Gesetze erhält, so- 
bald nur für o? = oc auch 0^ = 00. 

Ist gleich das Folgende so gefasst, dass es sich ausschlie3slich auf 
diese Art von Kettenbrflehen bezieht, so kann es doch sofort auch auf solche 
übertragen werden, welche nach aufsteigenden Potenzen von x — c geordneten 
Reiben entsprechen. Man erhält solche Kettenbrüche indem man setzt 

<y=Ar,,+ ^ ^ ; cyi = *^+ ^ ^ ' ; etc. 



*) Des bequemem Ausdrucks wegen «oll der Fall eines rationalen a^ also eines 

abbrech^den Kettenbrucbs überall ausgeschlossen werden. Um diesen Fall su nni- 

fassen müsste man die obige Bedingung für a^, a^, etc. durch die im allgemeinen mit 

■■'■'..■'■ 11 

ihr übereinstimnxende ersetzen, dass — , — , etc. flttr x = oc verschwinden. 



0, <r. 
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und linier A^, At, etc, Constante versteht, von denen nur ko Null sein kann, 
unter ^uV ^d ^'<^- positive ganze Zahlen, unter cTi, cTs, etc. Functionen von 
a>, die sich für x=^c in eine von Null verschiedene Constante verwandeln. 

Der Coefficient der höchsten Potenz von x in jedem Näherungsnenner 
ist zwar vollkommen bestimmt, doch für das Folgende ohne Wichtigkeit. Es 
soll deshalb Nfiherungsnenner schlechtweg auch das Product des wahren 
Nenners in eine willkflrlich gewählte Constante heissen. Zähler und Rest 
sind ddnn der wahre Zähler und Rest mit der gleichen Constante multiplicirt. 
Die Bestimmung der erwähnten Constante bietet nicht die mindeste Schwie- 
rigkeit dar. 

§. 3. Die Function, welche in einen Kettenbruch entwickelt werden 
soll, sei gegeben und wie im §. 1. 






so dass 6(1 gleich Null wird. Es mögen die unbekannten Partial- Nenner 6^, 
629 etc. vom Grade ^1, ^29 «tc. sein. Zähler, Nenner und Rest des y^*^" 
Nfiherungsbruches heissen Z^^ Ny^ Ry, denen zuweilen noch das Argument, 
also hier x, hinzugefügt wird. Die Zählung ist so zu verstehen, dass 

A- = -L 

gesetzt wird. Z, N und R sind durch die bekannte Gleichung 

(1.) Ny.a-Zy = Ry 
verbunden. Der Grad von N^ sei n, so dass 

also n nur dann r ist, wenn der Kettenbruch durchaus regelmässig wird, 
d. h. wenn alle Partial - Nenner vom ersten Grade sind; in allen übrigen 
Fällen hat man n>v. 

Man weiss, dass die nach fallenden Potenzen von x geordnete Function 
Ry mit der —(11+^^+1)*^" Potenz von x beginnt, und dass dieser Umstand ein 
System von linearen Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten von N^ 
liefert. Durch ihre Auflösung finde ich folgendes Resultat: 

Sind 0^1, a?29 etc. x^ Veränderliche, nach welchen f)on a bis ß integrirt 
wird, seM man femer 

tpix) = (x—Xi)(X'-X2)...{X'-X^) 
JournAl fUr MathemaUk Bd. LXVII. Heft 4. 41 
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und bezeichnet die Discriminante van y^(x)^ also das Quadrat der Produete 
der Di/ferenzen aus Je zwei van den Grössen Xu x^j ete. x^ durch J, so 
wird der v^ Näherungsnenner durch das n fache, der Näherungsüähkr und Re^l 
aber durch das einfache Integral ausgedrückt 

(2.) Ny ^y^ y^{x)f{x,)f{x^)...f(xJ)JdXtdü^...dx^, 

a 

%. 4. Es könnte 30 scheinen ^ als ob diese Formeln noch nicht zur 
Bestimmang der iV bei gegebenem f ausreichen, indem die Anwendung der 
Formel (2.) verlangt, dass man den Grad des Nenners N^ im Voraus kennt 
Es lässt sich aber beweisen, dass immer und nur dann ein Nenner n^" Grades 
existirty wenn der Coefftcient der höchsten Potenz von x in (2.), d. h. wenn 

(3-) J f{^)f(^z) • • • A^-) ^dxidx^. . . dx. 

nicht verschwindet. Man wird daher aus (2.) dennoch alle Nenner Nf^ JV», etc. 
erhalten, indem man fär n successive sämmtliche positive ganze Zahlen setst, 
fflr welche (3.) nicht verschwindet. 

Der Gang des Beweises ist folgender: Da man den Kettenbmch und 
speciell ^^^i, den Grad des v+i^^ Partial - Nenners, noch nicht kennt, so kann 
man nur sicher sein, dass jeder Nenner N vom n^ Grade die Eigenschaft be- 
sitzt, im Produete N.<t die negativen Potenzen bis zur — n**'' incL fortfallen 
zu lassen; die Lficke, welche dadurch entsteht, dass man aber die zunächst 
folgenden Potenzen im Ungewissen bleibt, ISsst sich jedoch ausfüllen, wenn 
man als zweite Eigenschaft ins Auge fasst, dass N und Z keinen Theiler 
gemein haben. Diese beiden Eigenschaften sind, wie sich leicht zeigen lAsst, 
bestimmend, d. h. jede ganze Function n^" Grades N, welche die Eigenschaften 
besitzt, erstens, dass im Produete N.a die negativen Potenzen bis zur -— n^* 
incl. fortfallen, zweitens, dass die ganze Function Z, welche die nicht ne- 
gativen Potenzen im Produete N.a enthält, mit N keinen Theiler gemein hat, 
ist ein und daher der Nftherungsnenner n*** Grades von a. 

Dies vorausgesetzt stelle ich der Reihe nach folgende drei Punkte fest: 
1) Existirt ein Nenner N vom n^ Grade, so ist eine ganze Function n^ 
Grades, also dieser Nenner, durch die erste Bedingung allein schon vollständig 
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(d. h. bis auf einen constanten Factor) bestimmt. 2) Ist umgekehrt eine ganze 
Function a]5 Function n^ Grades durch die erAe Bedingung schon vollstfindig 
bestimmt^ so genügt sie von selbst der zweiten, ist also ein Nenner n^ Grades. 
3) Die nothwendige und hinreichende Bedingung daffir, dass durch die erste 
Eigenschaft allein eine ganse Function n**** Grades N vollHtfindig bestimmt sei, 
besteht darin^ dass (3.) nicht verschwindet 

Um den ersten Punkt festzustellen bezeichne N oder N{x) den Nenqer 
f}^" Grades, dessen Existenz vorausgesetzt wird, der also beiden Bedingungen 
gcnOgt, und daher die einzige ganze Function n^" Grades ist, die beiden ge- 
nügt; femer sei N^{x) eine davon verschiedene Function n**" Grades, wenn 
es solche giebt, die der ersten Bedingung allein genügt. Bs mögen Z und 
Z^ den Buchstaben N und N^ entsprechen. Dann wird för jeden von Null 
verschiedenen Werth der willkürlichen Constante A auch XN+N^ mit kZ^Z^ 
einen Theiler, also auch einen Theiler ersten Grades x—a gemein haben. 
Da N{a) nach der Voraussetzung nicht mit Z{a) zugleich verschwindet, so 
müssen verschiedenen X auch verschiedene a entsprechen. Es folgt nSmlich 
aus den zwei Gleichungen 

XNia) + N' (a) = 0, XZ (a) + Z' (a) « 0, 

von denen wenigstens eine nicht Null als Factor von X enthält, dass jedem 
a ein X, verschiedenen a verschiedene X entsprechen (höchstens einer Anzahl 
von je n verschiedenen a können gleiche X entsprechen). Unendlich vielen 
verschiedenen X entsprechen also unendlich viele verschiedene a, und man 
hat demnach für unendlich viele, daher fQr alle x 

N{x)Z\x)--N\x)Z{x) = 0, 

was wegen des gleichen Grades von iV und JV^ nicht möglich ist. 

Um auch die Umkehrung (ad 2) zu beweisen nehme man an, es sei 

durch die ^rste Bedingung allein vollständig bestimmt Diese ist gleichbe- 
deutend mit der Erfüllung eines Systems vop n linearen homogenen Gleichun- 
gen, deren Unbekannte derBeihe nach Oq) fh^ ete. o. sind. Hätte nun AT mit 
Z den Theiler d gemein, so würde 

N 

wie aus Division von (1.) durch S erhellt, einem Systeme von noch mehr, 
also sicher von ebenso vielen Gleichungen genügen, dessen Unbekannte 6^, 

41» 
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6i, ... b^ sind, wAhrend die tn + i Vertikalreihen mit den ersten m+1 des 
früheren fibereinstimmen. Es würde also dem ersten System ausser a^t^ ai, etc. 
a» zunächst noch ein System von n Werthen genügen, dessen erste Unbe- 
kannte £,j, &i, etc. 6^^ dessen übrige sftmmtlich sind. Diese mit einem 
willkürlichen Factor multiplicirt und dann den a hinzugefügt geben ein neues 
System von Werthen aJi^ a\^ etc. ai, in welchem al=^a^ also nicht Null ist, 
wftbrend nicht alle a^ gleich den entsprechenden a sind, so dass N gegen die 
Voraussetzung durch die erste Bedingung nicht vollständig als Function n*^ 
Grades bestimmt wire. 

Durch die erste Bedingung, also durch das vorerwähnte System linearer 
Gleichungen sind aber die CoefGcienten einer Function n*'"' Grades nur und 
immer bestimmt, wenn eine gewisse Determinante, nämlich der Ausdruck (3.) 
nicht verschwindet. Es ist demnach auch der dritte Punkt erledigt. 

§. 5. Aus den vorhergehenden Entwickelungen folgen einige Eigen- 
schaften der Nenner N^ die sich wesentlich bestimmter aussprechen lassen, 
wenn^ wie es von jetzt an immer geschehen soll, angenommen wird, dass 
f(x) zwischen den reell gedachten Grenzen a und ß von x reell und von 
demselben Zeichen ist. 

In diesem Falle kann (3.) für keinen Werth von n verschwinden. E$ 
giebt ako Nenner N ean jedem Grade^ und N^ ist genau vom v'*". Der 
Kettenbruck für a wird durchaus regelmässig ^ indetn jeder Partialnenner vom 
ersten Grade ist. Der Rest R^ beginnt genau mit der — (v-f 1/'" Potenz eon x. 

Man kann femer zeigen, dass Ny(x) keinen Factor L{x) besitzt, der 
zwischen x = a und x== ß dasselbe Zeichen behfllL Setzt man 

V ^/''x^N,(x)nx)dx, 

SO lassen sich nümlich die v linearen Gleichungen, welche den v**" Nenner 
bestimmen, durch v Gleichungen t^ = für alle ganze fi von ^ = bis 
|i=y— 1 ersetzen. Nach dem vorigen Satze sind diese v Gleichungen voll- 
kommen bestimmend für N^y und man kann hinzufügen, dass in Folge des- 
selben iy sicher nicht verschwindet. Würde nun Ny in L(x).M{x) zerfallen, 
wo M demnach vom niedrigem als dem v**" Grade, vom V^" wflre, so mflsste 
M{x) der V Nflherangsnenner des gleichfalls regelmässigen Kettenbruchs für 

sein, indem ja 
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/ 



xfM{x).f{x)L{x)dx 



i^t ist, also für ^ = bis ill = i'— 1, also sicher bis |i = i— 1 verschwindet. Es 
darfte aber, da auch £ einen regelmässigen Kettenbrach giebt, i^ nicht ver- 
schwinden. Daher ist L eine Constante. 

Fägt man hinzu, dass, wie sofort aus (2.) folgt, alle reellen Wurzeln 
von N=^0 zwischen a und ß liegen mässen, so hat man den Satz: Alle 
Wuneln eon N^ (x) = sind ungleich und reell. Sie liegen, »wischen a und ß. 

§. 6. Bisher ist es mir nicht gelungen, die vielfachen Integrale (2.), 
durch welche die Nenner N ausgedrückt werden, durch directe Methoden, 
z. B. durch Einführang neuer Verfinderlichen, auf wesentlich einfachere zu re- 
duciren, während man doch weiss, dass eine Reihe von Fällen existirt, in 
denen die Integration sogar vollständig ausgeführt werden kann. So z. B. 
kennt man aus meinen früheren Arbeiten den Ausdrack fOr die Nenner in 
Form einfacher endlicher Reihen im Falle 

in welchem a sich in eine hypergeometrische Reihe verwandelt, deren erstes 
Element 1 ist. Für 

wird 

Ny=^ j rp{x)Jdxxdx2-'^dXy = cP'(aj), 
—1 

wenn P die Kugelfunction und c eine Constante bezeichnet, deren Werth 
durch die Gleichung 

c.[l.(1.3),(1.3.5)...(1.3.5...2rK^)]^==2'^[/71./72,../7i']^ 

gegeben ist. Aus dem vorigen Paragraphen weiss man , dass die Wurzeln 
dieser Nenner verschieden und reell sind und zwischen und 1, resp. zwischen 
—1 und +1 liegen. Dieses Resultat ist fQr die Kugelfunctionen schon lange 
bekannt. 

§. 7. Entwickelt man eine Function 0(a?) nach Functionen, die My{x) 
heissen mögen, so ist die Bestimmung der Coefficienten besonders bequem, 
wenn es eine Function f{x) giebt, welche fQr jedes ganze fi und v 

^^M,{x)My{x).f{x)dx 



/• 



zu Null macht, sobald fi von y verschieden ist. Derartige Ausdrücke M sind. 
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wie aus §. 5 folgt, die Nenner N und man hat den Satz: Läset eine FnnoUon 
€^(x) sieh in eine nctch den Nennern N f>on a fartechreiten de Reihe entwickeb^ 

to werden die OonsUmten A durch die Gleiekung 

Ay = cf%{x)N,{x)r{x)dx 

besHmmt, wenn man ztgr Abkürzung 



1 =/ iK(x)yf(x)dx 



setzt. 

Der Zusamm|8nhang solcher ganzen Functionen mit den Kettenbröchen 
wird noch ganz besonders durch folgenden Satz erläutert: Hat man ganze 
Functionen Ny(x) vom v^" Grade, wenn v der Reihe nach alte ganzen Zahlen 
eon bis oo vorstellt, und es verschwindet für jedes von y verschiedene ganze fi 

f''N^{x)N,{x)nx)dx, 

9 

SO sind die Ny die Nenner in dem Kettenhruche für (f. 
So ist bekanntlich 

(a.) f^ cos flu. cosvu du = 0. 



Macht man hier costf = a?^ so dass also cost^ eine bekannte ganze Function 
v^" Grades von x ist, die Ny{x) heissen mag, so wird 



(60 /\(x)NAx):0= ^ 0, 



und man erfahrt hieraus, dass diese Function Ny{x) der r^ NAherungsnenner 
ist von 

Es war bisher ein Satz nicht bekannt, der auch fflr die elliptischen 
Functionen zur Coef&cientenbestimmung bei Entwickelung von y(amti) ebenso 
dienen kann, wie (a) oder (6) bei Entwickelung von g>{u) nach Cosinus oder 
Sinus der Yielftichen von u. Aus unseren Untersuchungen geht aber hervor^ 
dasSy o; == sin am fl gesetzt, die Näherungsnenner Ny (x) von 
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dieselbe Rolle bei Enlwickelung von qp(amtf) spielen y me die cosvti bei der 
eon g>(u\ indem man die beiden (gleichbedeutenden) Formeln hol 

(o*.) / iV^(sinamti)iV^(sinainii)</ti = 0, 

(6.) 2XW^.W ^._,.7._,... = 0. 

Aehnliehes erhäU man für alle Abelschen Functionen. 

§. 8. Schliesslich sollen die Nenner N, welche aus dem besondern 
Werthe (4.) von a entstehen, und deren Bedeutung hier nachgewiesen ist, 
nfiher untersucht werden. Damit aber die Untersuchungen, die hier der KOrze 
halber auf elliptische Functionen beschränkt bleiben, sich unmittelbar auf alle 
j46e/schen Functionen leichter flbertragen lassen, wird statt der Form (4.) von 
(f die andere 

gewählt; auch sollen, um Weitläufigkeiten zu vermeiden, a^ ß, y reell und so 
beschaffen sein, dass a<iß<Y. Ferner werden folgende Bezeichnungen 
eingeführt 

. im' «=-' 

Es ist bekannt, dass sämmtliche oi lineare homogene Functionen von 
Wo und Oll sind (co^ = ocoo + frco,) ; da nun J in (2.) eine homogene Function 
von 0^1, Xi, etc. ist, so wird N eine solche von coq, coi, cu^, etc. Z. B. 
findet man 

Dividirt man jedes JV durch eine geeignete Potenz von w^^ ohne jedoch für 
das so entstehende JV eine andere Bezeichnung einzufflhren, da uns hier die 
Constanten Factoren von N gleichgültig sind, so sieht man ein, dass Ny eine 
ganze Function nicht nur f>on x sondern auch eoit q ist, und dass in derselben 
keine andere Irrationalität vorkommt, wenn a, ß, y als rational gerechnet wer- 
den. So erhält man, wenn man in dem Beispiele zur AbkOrzung der Formel 
Q, = macht, 
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Die Functionen JV treten als particnlare Lösungen einer linearen Dif- 
ferentialgleichung auf. Dividirt man, um dies su beweisen, (1.) durch Ny, 
differentiirt hierauf nach x und multiplicirt die so entstehende Gleichung mit 

Ni.'^tp{x\ so erhalt man 

und erkennt hieraus, dass die rechte Seite von der Form a(x—^) und dass 
a nicht Null ist. Ferner können die Constanten a, d keine andere Irrationalitflt 
als q enthalten. Hieraus folgt 

y ^ i^(x) 

Da R nach (1.) keine Integrale dritter Gattung enthalten kann, so rouss, unter 
Berficksichtigung des Umstandes (§. 5), dass die Wurzeln von N^ ungleich 
und weder a noch ß sind, fflr jede Wurzel x von iV = 

verschwinden. Man hat also den Satz : Der Nenner N^ i$t eine gam^e Functian 
v^*" Grades, welche für jedes unbestimmte x der Gteickung 

(6.) 2(^x-d)tp{x)y''+l{x-^)y/(x)'-2tp(x)]y'+[a+a,x-r = 

genitgt; eine zweite für a: = oo f>erschtDindende Lösung dieser OMchung ist 



Ry}/tp(^x). Es bedeuten hier d, a, Ci bestimmte Gonstante, die, ebenso wie 
die Coefficienten von N, keine Irrationalität ausser q enthalten. 

Meine schon früher mitgetheilten Untersuchungen hatten ergeben, dass 

bei festgehaltenem a, ß, y, J im allgemeinen q Gleichungen von 

der Form (6.) existiren, deren jede ein Integral besitzt, welches ganz und 
vom Grade v ist. Die betreffenden a und Oi in (6.) werden durch Gleichungen 
höheren Grades definirt, welche im vorliegenden Falle die Eigenschaft be- 
sitzen, dass eine zusammengehörige Gruppe a und ai nur die Irrationalität 
q enthält. 

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, welche Bedingungen die 
Grössen ^, a und a^ erfQllen mQssen — es sind ol, ß^ y gegeben — damit 
ein Integral einer Differentialgleichung von der Form (6.) der Nenner JV^ \on 
a sei. Man weiss, dass jede ganze Function, welche (6.) genfigt, jedenfalls 
vom v^^"" Grade ist, ferner dass, bei willkärlich gewähltem d, doch a und Oi 
immer, und zwar auf mehrfache Weise (im allgemeinen) so gewählt werden 
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können, dass ein Integral von (6.) ganz — daher vom v^*" Grade — wird. 
Unsre Frage geht also dahin, wie J gewählt werden müsse, damit ein Integral 
von (6.) grade N, sei. 

Man kann die Untersuchung auf zwei verschiedene Arten führen. Es 
war oben gefunden^ dass N^ und Ry.yy^ zwei particuläre Lösungen von (6.) 
sind, wenn man S, a und a^ gehörig bestimmt hat; der Werth von R^ ist 
durch (2.) aus Ny bestimmt. Es Idsst sich nun zeigen: Wenn eine ganze 
Function y = M{x) der Gleichung (6.) genagt und es ist 






eine zweite Lösung, so muss M{x) == Ny{x)^ d. h. so muss M der Nenner Ny 

von a und daher Q{x) =Ry(x)^yj(x) sein. Denn die zweite Lösung Q, 
welche nicht vom Grade v ist, muss, wie aus (6.) hervorgeht, den Grad 

— y+7 besitzen, so dass, i^ gleich 

/fi .^, , dx 

gesetzt, die v Gleichungen entstehen 1^ = von ^ = bis ^ = 1/— 1, also 
die V Gleichungen, welche nach §. 5 die bestimmenden fär Ny{x) sind. Die 
allgemeinen Untersuchungen im 60. Bande dieses Journals S. 261 auf den vor- 
liegenden Fall angewandt zeigen, dass Q nur und immer ein Integral von (6.) 
ist, wenn io = i, = wird, und geben daher das Resultat: Nur und immer 
voenn d^ a, ai so bestimmt sind, dass die eine Lösung M(x) von (6.) eine ganze 
Function von x wird, und dass ausserdem 

ist M(x) der r*^ Nenner Ny(x) von a. Zugleich ist dann 



der Rest, und Ry{x)'^yj{x) eine zweite Lösung von (6.). Die Grössen a, a, 
und f sind durch diese Bedingungen eindeutig als rationale Functionen von 
q bestimmt. 

Wie bekannt giebt die Bedingung, dass M ganz sein soll, zwei Glei- 
chungen zwischen a, ai, 3; die Bedingungen %) = <'i = liefern zwei lineare 
Gleichungen zwischen den Coefficienten von M oder zwei Gleichungen zwi- 
schen a, ai^ d und fähren in die Coefficienten dieser Gleichungen die einzige 
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Irrationalität q ein. Ans den vier Gleichungen zwischen a, a, und J erhält 
man je zwei fflr a, a^ und dy und durch Aufsuchen des grössten gemeinsamen 
Theilers werden a^ ai und d eindeutig als rationale Functionen der Coeffi- 
cienlen bestimmt; denn es giebt nur eine Function, die allen Bedingungen zu- 
gleich genilgt. 

Bei der zweiten Art die Untersuchung zu fähren, geht man davon aus, 
dass nur die Gleichungen »^ = von ^ = bis ^ = |/— 1 erffillt zu sein 
brauchen, wenn M mit N^ flbereinstimmen soll. Aus (6.) findet man leicht re- 
currirende lineare homogene Gleichungen, die einzeln nicht illusorisch werden, 
um von fjL^2 \As ii^ v—\ die Grösse t^ durch die vorhergehenden auszu- 
drücken und dann noch eine Gleichung, also im ganzen v—\ homogene lineare 
Gleichungen zwischen ^, f\, etc., t^i. Ist i„=j| = 0, so folgt aus denselben 
mit Nothwendigkeit, dass wirklich auch die äbrigen i^ bis ix = v—\ incl. ver- 
schwinden. Zählt man die Zahl der Unbekannten ab, so könnte man sogar 
glauben, dass die Bedingung t,) = schon hinreichend sei, um die abrigen % 
zu Null zu machen, ohne dass es nöthig wäre, noch die zweite 4' = hinzu- 
zufügen. Es würden dann die v—X homogenen Gleichungen z wichen den v 
Grössen ^, tj, «tc. tV.] vollkommen unabhängig sein. Allgemein kann ich 
nicht entscheiden, ob dies der Fall sei ; für besondere Werthe von v fand ich, 
dass die Gleichungen nicht unabhängig sind , und die Bedingung % «s nicht 
von selbst das Verschwinden von f| nach sich zieht. Verzichtet man aber 
auf Resultate, die in dieser Art gewonnen sind, und nimmt als möglich an, 
dass Ju = schon 1 1 = nach sich zieht, so würde man statt vier nur drei 
Gleichungen zwischen a^ ai, d , also nur je eine für jede von diesen drei 
Grössen erhallen. Diese Gleichungen dürfen nur eine Werthengruppe geben; 
es müssen dieselben also entweder vom ersten Grade sein oder doch nur gleiche 
Wurzeln enthalten. 

Weiteren Untersuchungen muss die Entscheidung über die noch schwe* 
bende Frage vorbehalte i bleiben, ob es Fälle giebt, in welchen dic^^ Forderung 
auf S. 325, dass auch n noch neben %j verschwinde, eine überflüssige dadurch 
wird, dass sie von selbst erfüllt ist. 
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lieber einige Probleme der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, ins Besondere über das Rouge et Noire und 
den Vortheil der Bank bei diesem Spiele. 
Ein Beitrag zur Wahrscheinlichkeitsrechnung« 

(Von Herrn L. Oettinger zu Freiburg im Breisgau.) 



JLras Rouge et Noire (Trente et un auch Trente et quaranle genannt) 
ist ein Spiel, welches nur zwei Wechselfälle für Gewinn und Verlust hat, 
und dessen Gang in Folgendem besieht. 

Ein Pack von sechs vollstfindigen Kartenspielen (Groupe oder Sixain 
genannt), von denen jedes 52 BIfiUer (13 von jeder der vier Farben) enthält, 
wird vor Beginn des Spiels wohl gemischt. Im Spiele zählt jede Karte nach 
den anf ihr verzeichneten Augen 1, 2, 3, ... 10 ohne Unterschied der Farben. 
Die Bilder jeder Farbe zählen 10^ so dass in den Blättern jeder Farbe die 
Zahlen 1, 2, 3, ... 9 einmal und die Zahl 10 viermal vorkommt. 

Sind die Einsätze gemacht, so wird zuerst eine Reihe von Karten auf- 
geschlagen und hierauf eine zweite Reihe. In jeder Reihe wird das einzeln 
umgeschlagene Blatt nach seinem Werthe gezählt und damit so lange fort- 
gefahren, bis die zu der Reihe gehörenden Blätter eine der Summen 31, 32, . . . 
bis höchstens 40 liefern. 

Die erste oder obere Kartenreihe gilt für die schwarze^ die zweite 
oder untere Reihe für die rolhe Farbe. Diejenige Reihe, deren Summe die 
niedrigste ist, also 31 Augen zählt oder dieser Zahl am nächsten kommt, ge- 
winnt; diejenige, welche die höhere Summe zeigt, verliert. 

Dies ist die eine Chance von Gewinn und Verlust, die den Namen 
Rouge et Noire fahrt Im Falle des Gewinns wird dem Spieler die einfache 
Summe zu seinem Einsätze ausgezahlt. 

Die zweite Chance ist das Spiel auf die Farbe (Couleur) und Nicht-- 
färbe oder Gegenfarbe (Contrecouleur oder inverse). Sie besteht in Folgendem : 

Die erste aufgeschlagene Karte (also die erste Karte der oberen Reihe) 
bestimmt die Farbe (roth oder schwarz). Setzt ein Spieler auf die Farbe und 
ist die zuerst umgeschlagene Karte schwarz, so hängt sein Gewinn davon ab, 
dass die erste Kartenreihe (welche für schwarz gilt) gewinnt, also die nie- 

42» 
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drigste Summe zeigt. Ist die erste Karte roth^ so hängt der Gewion des 
Spielers davon ab, dass die zweite;, ffir roth geltende, Kartenreihe gewinnt, 
oder die niedrigste Summe zeigt. Tritt das Gegentheil ein, so verliert die 
Farbe und die Gegenfarbe gewinnt. Beide Chancen werden in jedem einzelnen 
Spiele entschieden. 

Ist das erste Spiel vollendet, so werden die aufgeschlagenen Karten 
entfernt. Von den noch fibrigen Karten werden auf gleiche Weise zwei wei- 
tere Kartenreihen umgeschlagen und das Spiel so lange fortgesetzt, bis alle 
Blätter der sechs Kartenspiele erschöpft sind, worauf das Spiel von neuem 
beginnt. 

Jedes einzelne Spiel wird in allen Fällen entschieden, worin die Sum- 
men der beiden Kartenreihen unter einander verschieden sind. Zeigen beide 
Kartenreihen die nämliche Summe, was man refait (oder apres) nennt, so 
bleibt, wenn die Summe 32, 33, ... 40 beträgt, das Spiel unentschieden, und 
es gewinnt weder der Spieler noch die Bank. Erscheint dagegen in beiden 
Kartenreihen gleichzeitig die Summe 31, so gewinnt die Bank die Hälfte aller 
Einsätze. Hierin besteht der Yortheil der Bank. 

Es ist klar, dass nur 10 Summen in einer Kartenreihe eintreten können, 
wenn man dieselbe abschliesst, sobald eine bestimmte Summe erreicht oder 
fiberschritten ist. Da im vorliegenden Falle 31 die entscheidende Summe ist, 
so bilden die Zahlen 31 und 40 die Grenzen der bei diesem Spiele möglichen 
Fälle. Jeder einzelne von den 10 möglichen Fällen der ersten Kartenreihe 
kann sich mit jedem der 10 möglichen Fälle der zweiten verbinden. Es sind 
daher 100 Fälle möglich, von denen 90 das Spiel ebensowohl zu Gunsten der 
Spieler als der Bank und einer nur zum Yortheil der Bank entscheiden können, 
während 9 das Spiel unentschieden lassen. Wäre das Eintreffen jedes ein- 
zelnen Falles gleich wahrscheinlich, so besässe jeder die Wahrscheinlichkeit 
y^^, und der Yortheil der Bank wäre ein halbes Procent. Die Wahrschein- 
lichkeiten sind aber verschieden und dieselben zu ermitteln, ist die Aufgabe, 
mit welcher ich mich beschäftigen werde. 

Die Summen, welche durch beide Kartenreihen zusammen erzeugt wer- 
den können, liegen zwischen 62 und 80, umfassen also nur 19 Fälle. Die 
beiden äusserslen können nur auf eine Art, die beiden ihnen zunächst liegenden 
auf zwei Arten u. s. w., die mittelste Summe 71 kann auf 10 Arten erzeugt 
werden. Da die Summe aller Augen in einem Kartenspiel 4.85 = 340 ist, 
so beträgt dieselbe in sechs Kartenspielen 2040. Daher liegt die Zahl der 
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möglichen Spiele, die mit 6 ganzen Kartenspielen gemacht werden können, 
zwischen ^^^ und ^H^ ^ d. h. zwischen 25 und 32. 

Vor allem tritt bei diesem Spiele die Frage nach der Grösse des Yor- 
theils der Bank auf. Sie hängt von der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
ab, dass die Summe 31 nach einander in beiden Kartenreihen erscheine. Hieran 
schliesst sich die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten, dass die übrigen Sum- 
men 32 bis 40 durch das allmälige Umschlagen der 312 Blatter von sechs 
Kartenspielen erzeugt werden. 

Die Beantwortung dieser Fragen bietet dadurch Interesse, dass ihre Lö- 
sung eine Reihe besonderer Probleme erfordert, deren Entwicklung nicht bhne 
Schwierigkeit ist. 

Nach Feststellung der Grundzüge der Lösung dieser Fragen sah ich 
mich nach der vorhandenen Literatur um und fand einen kleinen Aufsatz über 
dieses Spiel in der Encyclopedie method. p. d'AIembert etc. (Mathem. T. III, 
p. 287 ff.), der aber ohne Bedeutung ist. Dagegen hat zuerst Poisson die hier- 
hergehörigen Fragen im 16. Bd. von Gergonnes Annales d. Mathem. p. 173—208 
(Mem. d. Tavantage du banquier au jeu d. irente et quarante) mit dem ihm 
eigenen Scharfsinn einer Untersuchung unterworfen, jedoch nur allgemeine 
Auflösungsmethoden und schliesslich Zahlenresullate ohne entwickelte Darstel- 
lung der hiezu nöthigen Formeln angegeben, wovon ein' Auszug im l.Bd. v. 
Baumgartners Zeitschrift für Physik u. Mathem. p. 228 — 253 erschienen ist. 

Nicht nur die Auflösung des vorliegenden Problems, sondern auch die 
Auswerthung der Formeln bietet grosse Schwierigkeit. Poisson hat, wie es 
scheint, in seiner Abhandlung besondern Nachdruck auf die Erleichterung des 
schwierigen Calculs gelegt, und wurde dadurch zu nicht ganz genauen Re- 
sultaten geführt, worüber das Nähere später folgen wird. 



§. 2. 

Die vorliegende Aufgabe steht mit einer anderen in naher Verwandt- 
schaft. Beide lassen, unter Beibehaltung der Pomoitschen Bezeichnung, fol- 
gende Darstellung zu: 

Es seien in einer Urne Xi Kugeln der ersten Art, d. h. mit der Zahl 
1 bezeichnet, X2 Kugeln der zweiten Art, d. h. mit der Zahl 2 bezeichnet 
u. s. w., endlich Xi Kugeln der j^° Art, d. h. mit der Zahl t bezeichnet, ent- 
halten; p Kugeln werden gezogen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, 
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dass Ol Kugeln der ersten, a^ Kugeln der zweiten n. s. w.-, a^ Kugeln der 
i***" Art erscheinen und zusammen die Summe n erzeugen? und zwar 

a) wenn die gezogene Kugel zurückbehalten, also nicht in die Urne 
zurückgeworfen, 

b) wenn sie nach jeder Ziehung in die Urne zurückgeworfen wird. 

a) Wird eine bestimmte Reihenfolge im Erscheinen der Kugeln der 
verschiedenen Arten vorausgesetzt, so ist die fragliche Wahrscheinlichkeit^ 
(dieses Journal Band 26, pag. 228 u. fT.), wenn s die Summe der x und p 
die Summe der a bedeutet, 

. x^(ix,--i)...(x^'-a^+i).x,(x^-^i)...Qc^--a^^i')...x^^^ 

Ist aber die Ordnung beliebig, in welcher die Kugeln der einzelnen Arten 
nach einander erscheinen können, so vergiössert sich die Zahl der günstigen 
FSlle in dem Yerhältniss, wie p zu ziehende Kugeln aus den verschiedenen 
Arten sich aneinander reihen können, und man erhftlt 

p.p — ^.,A.x^,x^ — l..»a?, — g, -{-i,x^,x^ — i,,.x^ — a^-^^i^.Xj.Xi — l„.as;~a,— {-i 

s,s — 1 ...* — p + 1 . i .2...öj. 1 .2..«a,«..1.2...a»- 



(2.) 



(^.)a,(a?,)a....(a?Oa, 



unter den Bedingungen 

1^1+ ^2+ ir3'"4" ^i == ^9 
»1+ (h+ a3-+ ^i = P, 
la, +202 + 803 — IpfOi = n. 

Hierin ist die abgekürzte Bezeichnung 

<5~-l)(^-^2)...C^->/i+<) 
^*^' "* 1.2.3...P 

eingeführt, die auch weiterhin beibehalten werden soll. 

Der in (2.) gegebene Ausdruck rechtfertigt sich auch folgendermassen. 
Da die Ordnung, in welcher die Kugeln in p Ziehungen erscheinen können, 
gleichgültig ist, so kommen die dem Unternehmen günstigen, aber unter sich 
verschiedenen Fälle in Betracht. Ihre Anzahl ist C^i)«, .(aj«)a,(^j)ab — (^Jiri- 
Die Anzahl aller möglichen Fälle ist («)^. Der Quotient beider ist der Aus- 
druck (2.). 

b) Die gleichen Schlüsse, wie unter der bisherigen Hypothese, gelten 
auch hier, nur mit dem Unterschiede, dass Potenzen an die Stelle der Facul- 



Oettinger, Beitrag ^ur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 331 

täten treten^ weil durch Rückgabe der gezogenen Kngel in die Urne die 
Kugelanzahl immer vollständig bleibt und jede Kugel jeder Art gleich viel 
mal wieder erscheinen kann. 

Die Wahrscheinlichkeit, wenn die Kugeln der verschiedenen Arten in 
bestimmter Reihenfolge erscheinen sollen, ist daher 

(4,) IT = 



sf" 

Ist die Ordnung, in welcher die Kugelarten nach einander erscheinen sollen, 
gleichgültig, so wird 

ij a Om oj 
^ , . ,, 1 .Xj .X2 »»»Xj ' 

«^ . 1 . 2 . . . a^ . 1 . 2 . . . a, . . . 1 . 2 . . . a»- 

unter den in (3.) angegebenen Bedingungen. 

Bei dem Rouge et Noire findet die Gleichung (2.) ^Anwendung. Sie 
steht mit (5.) in engem Zusammenhang, in sofern letztere den Grenzwerth für 
erstere bildet. Nimmt man nfimlich die Zahl der Kugeln jeder Art ins Un- 
endliche wachsend an, so geht (2.) in (5.) über, weil dann die Kugelanzahl 
jeder Art nach jeder Ziehung auch bei nicht erfolgter Rückgabe als vollständig 
betrachtet werden kann. 

Da das Rouge et Noire mit 6 vollständigen Kartenspielen gespielt wird, 
so kann jede mit den Zahlen 1, 2, ... 9 bezeichnete Karte 24 mal, die Zahl 
10 aber 96 mal vorkommen. Bei der Anwendung beider Gleichungen hat man 
daher a^i^Xj = ••• = 0^9 = 24, a:j„ = 96, *= 24. 13 = 312 zu setzen. Jede 
der Summen 31-, 32, ... 40 führt eine Entscheidung des Spiels herbei. Daher 
wird frühestens mit dem Umschlag der 4'**" Karte und spätestens mit dem der 
28'**" Karte in joder Kartenreihe eine der genannten Summen erschienen und 
das Spiel beendigt sein ; p kann also die Werthe 4, 5, 6, . . . bis 28 in (2.) 
und bis 31 in (Stf)' durchlaufen. 

Die dritte Bedingungsgleichung* (3.) hat folgende Bedeutung. Man soll 
den Zahlen a diejenigen Werthe beilegen, welche mit ihren Stellenzahlen mul- 
tiplicirt, die Summe n erzeugen, für deren Eintreffen die Wahrscheinlichkeit 
zu bestimmen ist. Jedes a kann dann in (2.) einen der Werthe 0, 1, 2, . . . 
24 erhalten. Sind alle der dritten Gleichung (3.) genügenden Werthe der a 
für ein besimmtes p gefunden, so werden sie in (2.) als Exponenten der Fa- 
kultäten der X eingeführt und hiedurch die gesuchte Wahrscheinlichkeit bestimmt. 
Dasselbe Verfahren gilt auch für (5.) mit dem Unterschiede, dass dort Potenzen 
statt Facultäten auftreten und die Werthe der a und p sich anders modificiren. 
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§. 3. 
Bei dem Roug'e et Noire kommt vorzugsweise nach §. 1 das Eintreffen 
der Samme 31 in Frage, was in 4 oder mehr Kartenumschlägen geschehen 
kann. Setzt man p = 4, den einfachsten Fall^ so ergeben sich nach §. 2 fol- 
gende 18 Auflösungen, die zur Verdeutlichung des angegebenen Verfahrens 
hier stehen sollen: 

^lOlO^lO^lO ^^^^10 a^iigOgOg 

Ojag Oioaio a^(h^(ho OtChOgth 

(^0 / 04^ ^^lo^io OeasOgOio 05090909 

Oe07080to 07080808 

O7O7O7O10 

Aehnllch verhält es sich für höhere Werthe von p. Kommt in irgend 
einer Lösung eine der Grössen Oi . . .. 09 und zwar omal vor, eine andere 
/9mal u. s. w.^, Oio aber Amal, so entspricht dieser Lösung nach Formel (2.) 

§. 2 ein Glied 

(24),C24>...(96)^ 
(312)p 

So setzt sich fflr j9=4 die Wahrscheinlichkeit to, die mit w^ bezeichnet 
werde, aiis 18 Gliedern zusammen, welche sich jedoch, weil a;^==a^=*>*=rx^ 
= 2.4 ist, auf"? zusammenziehen. 

Während im Rouge etNoire die Zahlen 1, 2, ... 9 je 24 mal, die Zahl 
10 aber 4 mal so oft also 96 mal vorkommt, kann man, ohne die Rechnung 
wesentlich zu ändern, die allgemeinere Annahme machen: die Zahlen 1, 2, ... 9 
kämen je ^mal, die Zahl 10 aber käme rgr mal vor. Setzt man unter Einfahrung 
dieser Verallgemeinerung die in (1.) begonnene Untersuchung zur Bestimmung 
der Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens der Summe 31 fflr 5, 6, 7 . . . Karten- 
Umschläge fort, so ergeben sich auf dem angezeigten Wege 92, 221, 354 
auflösende Fälle, die sich aber bedeutend reduciren, und man erhält, wenn 
die Werthe der Wahrscheinlichkeiten mit to«, «75, . . . bezeichnet werden, fOr 
«74, fDs folgende Resultate*): 



*) Der Herr Verfasser hat seine RechnuDg in ähnlicher Weise auf u>^ und tp, 
aasgedehnt, da aber die sich ergebenden Formeln aus 16 und 27 Oliedern bestehen 
und daher einen unverbältnissmässigen Baum einnehmen^ so begnüge ich mich die 
specielleren Zahlenresultate weiter unten abzudrucken. B. 
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Setzt man nun 9 = 24, r=s4, so ergeben sich für die Wahrscheinlichkeiten, 
ilass die Summe 31 in 4, 5, 6 und 7 Karten -Umschlfigen bei dem Rouge et 
Noire erscheine, folgende Werthe: 

ip« s 0,05358344, 

.«,,= 0,05214118, 

■^ ^«p« = 0,02856175, 

wi = 0,01032207. 

Neigt dieses Spiel dem Ende tu, nnd nimmt man an, simmtliehe Karten seien 
bis auf 13 umgeschlagen, worin noch 4 Zehner und die flbrigen Zahlen je 
einmal ▼erbenden sind, so ist ^ = 1 nnd r^4 in (2.) zu setzen, und man 
erbllt für das Eintreffen der Summe 31 in 4 bis 7 Umschllgen: 



(4.) 



40 

7^ = 0,0559440559, 
-tJ^ = 0,0613830613, 
7^^ = 0,0268065268, 
® . = 0,0034965034. 



(*3), 

ESütacher bestimmen sich die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der 
Summe 31 nach (5.) §. 2, wenn die gediegene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird. Man hat zu dem Ende Potenzen und die zu- 
gehörigen Vorzahlen einzuführen. Die q fallen aus dem Zähler und Nenner 
weg, nnd man erbfllt bei 4 bis 7 Ziehungen 

«»» = 7öi:v t450r' + 2400r+2430], 

(5.) ( ^^Y^ 

u>, = ^^^[1800r'+19170r+32292], 
w, = ^^-ijvr[4410rM-89124r+ 233331]. 

Jonrnal für Hathemattk Bd. LXVU. H«ft 4. 43 
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Hierin kann r jade gßnte Z&bl bedeaten. Fflr r^4 erbfilt man folgende Berthe 

10, = 0,0534995304..., 
le^ = 0,0517919809..., 
^^'^ jiTe = 0,02854309..., 
[wj = 0,01052435.... 

Diese Werthe stehen mit den in (3.) erhaltenen in einem Zasammenhang, 
von weichem sp&ter die Rede sein wird, den aber Poisson unerwfthnt ge- 
lassen hat. 

f. 4. 

Werden aus einer Urne Kugeln ohne Rflckgabe der gezogenen Kugel 
gezogen, so bilden die entstehenden Gruppen Verbindungen, und in bestimmten 
Fällen mit beschränkten Wtedef holungen ; dagegen Versetzungen mit unbe- 
9cbranJkten )/Viederhalungen, wenn 4ie gezogene Kugel nach der Ziehung in die 
Urna zurückgeworfen wird. 

Mit Rflcksicht auf diesQ Bemerkung stellen sich die in $. 2 angegebanaa 
Fragen unter folgender Form dar. 

a) Wie gross ist die Zahl der Gruppen, welche die Summe n bilden, 
wenn unter den genannten Voraussetzungen ohne Rückgabe der gezogenen 
Kugel p Ziehungen gemacht werden? 

b) Wie gross ist sie, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird? 

Die Beantwortung der Frage a) ffiUt mit der Bestimmung der Zahl der 
Gruppen zusammen, welche die Summe n bei beschrankten Wiederholungen 
zur p*^" Classe bilden; die der Frage b) mit der Bestimmung der Zahl ißf* 
Gruppen, welche die Summe n mit nnbeschrfinkten Wiederholungen zur p^ 
Classe bilden. 

Wird die so gefundene Gruppenzahl durch die Zahl aller möglieheA 
zugehörigen Fälle getheilt, so ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 

Die Beantwortung dieser Fragen, namentlich der ersten, fordert einige 
vorbereitende S&tze. Sie schliesst äch an eine .Reihe von Problemen aua 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung an. die im 26. Bd. dieses Journals §. 14, 
pag. 31 1 u. ff. behandelt sind und ]enen zur Vervollständigung dienen. 

Die beiden DiapsteUQQg^n 

(1.) (l+fliÄ)(l+a,Ä)(l+fl,«)...(l+a.Ä; = 1+Fis+K«^ + -+F,s-, 
(2.) (1+ä)-- l+r.Ä-l ü:.«'+"-+f^^Ä"=^l+m»-f (iii)2aV-- + (w)«f-, 
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stehen in folgendem Zusammenhang 

(3.) Vr=^ C(ai,a25...flJmr = »4»2 — Or+»ifl2--ö^iai+i-l ha«-Hi^«-r+2--^«> 

Die Vorzahl Vr giebt die Gruppen der Verbindungen aus m Elementen zur 
r*^ Classe an; die Vorzahl Ur bestimmt ihre Anzahl, was durch eckige 
Klammern angezeigt werden soll. Der Uebergang von (1.) auf (2.) geschieht, 
wenn fQr jedes einzelne Element die Einheit gesetzt wird. Der Exponent von 
s zeigt in beiden Darstellungen die Classe an. 

In jedem Gliede von (1.) erzeugen die vorkommenden Elemente mit 
ihren Stellenzahlen verschiedene Summen, deren Grenzen sich fQr die r'** 
Classe oder die Vorzahl von a'' in folgender Weise 

(5.) -A^ und rm->4-/^ ^ ^ ^ -r J 

feststellen; r gilt fQr alle Werthe von 1 bis m. 

Soll nun eine Scheidung der in (1.) vorkommenden Gruppen n«ch den 
verschiedenen, einer bestimmten Classe zugehörigen Summen vorgenommen 
werden, so hat man eine zweite Grösse x so einzufflhren, dass ihr Exponent 
mit der Stellenzahl des zugehörigen Elements fibereinstimml. Verffihrt man 
nun nach der in (.1.) und (2.) befolgten Weise, so erhfilt man folgende zu- 
sammengehörige Darstellungen 

^ i+iVlx + Vix'+Vix'+'^^+Viar)^ 

fn(in-fl) 



1.1 

(H-a:»)(l+a!*»)(t+aj»«)...(l+«"a) 

= i+{U}x -\-U,'x^+Uiie'-i—'+Ui,x'')n 
(7.) ( +(ö?a!'+£/?a;*+jy?a;» + ...-h£^iL-.«'-M«» 

+ , 

worin die Vorzahlen derselben Glieder m Abolichem Zusammenhang wie in 

43* 
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(3.) und (4.) stehen, so dass 

(8.) r: = C(fii;ai,a2,...a»)% 
(9.) U: = C[«; ai, o», ... aj% 

^0 F»'^ die Gruppen der Verbindungen zur Summe n in der r**" Classe aus 
den Elementen ai, a^, ... a^ und [/J* die zugehörige Gruppenanzahl bezeichnet^ 
was. wie oben durch runde und eckige Klammern angedeutet wird. 

Die Darstellung des auch in anderer Beziehung wichtigen Productes 
(7.) ist in mehrfacher Weise znrflcklanfend, und man muss bei zurflcklaufender 
Bildung derselben die Gruppenanzahlen aller früheren Elemente^ Classen und 
Summen kennen, um die späteren bilden zu können. 

Die Möhe der Ausführung wird durch folgende Sitze bedeutend er* 
leichtert. 

(10.) Die Vorzählen der Potenzen von x, welche einer und derselben 
Potenz von js (Classe) zugehören und von dem ersten und letzten Gliede gleich-« 
weit abstehen, sind einander gleich, wai aus der Natur der Gebilde folgt, 

(11.) Die ganzen Ausdrflcke in x, welche in zwei Potenzen von s 
multiplicirt sind , deren Exponenten sich zu tn ergfinzen , (js'' und s*^0 ^^^ 
dieselben; dies folgt aus der Vergleichung von (2.) und (7.). 

(12.) Die Summe sfiinmtlicher Vorzahlen von x^ welche einer bestimm- 
ten Classe (ä*^) zugehören, wird durch (m),. = ^^^'^ j...(,m--ri- j ^^^ 

Stimmt, was auf die nftmliche. Weise erbellt. 

Diese Sätze bringen die Arbeit der Entwicklung auf den vierten Theil 
zurflck. Der Salz (12.) bildet ein Correctiv gegen Fehler. Bei alledem wird 
die entwickelte Darstellung von (7.), die im Folgenden nöthig wird, nicht ohne 
bedeutende Rechnung mit HOlfe der zurflcklaufenden Methode erlangt. 

Man kann sich aber auch einer unabhängigen Biidungsweise bedienen^ 
welche diese Vorarbeiten unnöthig macht und die Gruppenzahlen der Verbin- 
dungen zu den verschiedenen Suramen einer und derselben (r*^") Classe, also 
die einer bestimmten Potenz von js {»'') zugehörigen Vorzahlen direct fQr sich 
auffinden lehrt, wozu man das Produot (7.) auf folgende Weise darstellen kann: 

(13.) (l+a:Ä)(l+aP*»)(l+aj'«)...(l+a:*-a)=P=l+ri« + C2»' + f>3»*.-. «>•«••. 

Hierin bezeichnen die f> Functionen von x mit den zugehörigen Gruppenzahlen. 
Die Bestimmung der Grössen ei, «2 . . . in der Entwicklung (13.) geschieht 
bekanntlich dadurch, dass man xn fflr a setzt. Dann ergiebt sich: 
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(14.) (i+a''»)(i+«''»)(i+**»).-.(i+*-''») = -^rf^^ 

Hieraus folgt swischen je swei auf einander folgenden Functionen v^^i und 
€^ die Relation 

und daraus ergeben sich fflr €i, f>2, ... die Ausdrücke 



€>! = 



1-x 



(16.) 



_ (a;— af*-H') (a;*— a?"H-') (x*— af'-^O 
^^ "" (l-a:)(l-a?»)(l-a?') ' ' 

Die entwickelte Darstellung derselben bestimmt die in dem Ausdruck 
C[sn;ai^at^ ... n»]'' angezeigte Gruppenzahl und fflhrt nach (5.) auf eine end- 
liche GliederanzahL Die Anzahl der Elemente, woraus die Summen gebildet 
werden sollen, ist auf m beschränkt. Sollen alle möglichen Elemente bei Er- 
zeugung der verschiedenen Summen einer Classe mitwirken, so hat man m=oo 
zu setzen, unter der Annahme, dass x<^l^ fällt dann x"*"^^ aus den Formeln 
weg und (16.) geht Aber in 



r(r-fl) 

(17.) r. = 



X *•* 



(1~ar)(1-a?')...(l-ajO 

Die Vorzahl von af in der entwickelten Darstellung von (17.) bestimmt dann 
die durch C[m;ai,a,, o^, ...^ angedeutete Gruppenzahl, wobei alle möglichen 
Elemente zur Erzeugung der Summe mitwirken können. Aus (17.) erhalt man: 

r, = -: — ;- =a?+a?'+a?^ + a:* + -", 
1 — a? 

mit folgendem Bildungsgesetz fflr die Vorzählen 

(18) jC'[»(2« + 3);a.,a„...f = «+1, 



■ • • 
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mit folgendem BUduogsgesetze ^er Vorzahlen 

jC[*(6«);ai,a,,..0' = (3ii-3)ii+l, C[*(6ii+3j;ai,a,,,..]' = Sit', 
(19.) C[*(6»+l); 01,02,.-]* = (3ii-2)ii, q*(6ii+4);ai,a2,...]* = {3n+i)n, 

von welchen sechs Gleichungen sich die ffinf letzten in folgende 

Cls{6n+p);a,,(h,...T = [3(ii-l)+f]ii 
für p=^ 1, 2, ... 5 zusammenfassen lassen. 
Ebenso giebt «4 entwickelt die Reihe 

<^* = Fi vi— -S^T i>77 4N = a:"Va:"+2a?^V3x"+5a:**+6a:»*+9x*^+ll«*V.-.- 

(1— «X'~~* X*""* Xi~^ ) * 

Das Bildungsgesetz der VorzableD dieser Reihe wird durch zwölf Glei- 
chungen gegeben, deren Aufstellung indessen um so weniger nothwendig ist» 
als dieselben sich bereits in der in EulerB Introductio im 16. Kapitel gege- 
benen Tafel finden. 

Mit diesen Primissen ist auch die Gmppenanzahl der Verbindungen mit 
Wiederholungen zu irgend einer Summe n in der r*^ Classe durch folgende 
RelaUanen bestimmt: 

S. 5. 
Bei Erzeugung der Summen wirkt nach den Erörterungen des Yorigen 
Paragraphen jedes der vorkommenden Elemente nur einmal mit. Die Beant- 
wortung des in den $. 2 und $. 4 aufgestellten Problema setzt indessen vor- 
aus, dass die unter sich verschiedenen aber gleichbezeichneten Elemente oder 
Kugeln y)iederhoU,]eAoch in beschränkter Anzahl zu Erzeugung d^r Summen 
mitwirken. Dieses Moment muss in den Calcul aufgenommen werden. Es ge- 
schieht nach den in §. 4 aufgestellten Sstzen und drückt sich in folgenden zwei 
zusammengehörigen Darstellungen aus 

= l + (aÄ + 6/. + CA + - + *A)x*z 
(1.) / +(oa6a + OaCa + --- + »ä*a)x'*z' 

+ 

+ C(#{rA): Oa, b,, c,, ... *,yx^*.z^ 
+ • 
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(2.) (!+*»«)*:.= l+C*)i^« + (*).^' «H-. + (k).a: .3^+.... 
Gleichung (1.) seigt, wie die gleich beseichneten Kugeln oder Elemente zil 
je einem, zu Je swefen u. s. w. also itach den verschiedenen Classen und 
zu den verschiedenen Summen zusammen treten. Gleichung (3.) zflUt die 
hiedurch entstehenden Sumniengruppen. 

Soll demnach ein Element oder eine Kugel, welche die Zahl h fflhrt, 
ein -^ zweimal u. s.w. und höchstens Ar mal wiederholt, bei Erzeugung der 
fraglichen Summen mitwirken, so ist zur Bestimmung der bezflglichen Gruppen- 
anzahlen der Ausdruck (I+x^m)^ in den Ciailcul einzufahren. 

Durch Anwendung des Gesagten auf das in den §§. 2 ^nd 4 unter 
a) aufgestellte Problem hat man folgendes Product 

(3.) p = {i+xiy\(i+x'iy\(i+a^My\..(i+x'^&y- 

in eine Reihe, geordnet nach den Potenzen von z zu entwickeln und die Vor- 
zahlen von x* zu bestimmen, welche denjenigen Potenzen vbn z zugehören, 
durch welche eine Lösung des iVoblems möglich ist. Hierdurch ist die dem Er- 
eigniss günstige Anzahl der FflUe gefunden, und man hat dann zur Bestimmung 
der fraglichen Wahrscbeinlicbkeit mit der Zahl filier möglichen Falle zudividiren. 
Dieses Product, worin die EulerBche Bezeichnungsweise beibehalten 
ist, findet sich bei Pais$on pag. 185 in der Form 

unter einem bestimmten Integral. Hier hat es eine ganz verschiedene Bedeu- 
tung und dient zu anderem Zweck. Es löst die vorliegende Frage ganz all- 
gemein und beschrflnkt sich bei der Anwendung auf das Rouge et Noire auf 
10 Facloren, da Jede von den ersten 9 Zahlen 24 mal, die Zahl 10 aber 
96 mal wiederholt bei Erzeugung der Summen 31, 32, ... mitwirken kann. 
Nimmt man nun, im Sinne der oben efngefDbrten Verallgemeinerung an, dass 
die ersten h Zahlen 9 mal und die (h+iy^ mqtAfA wiederholt zur Summen- 
bildung mitwirken sollen, so fliesst aus (3.) folgende Darstellung 

(4.) P - [(l+«)(l+x^z)(l+a:^z)...(l+«*z)(l+a?^-^Ur]% 

oder, wenn der Kürze wegen für die ersten h Factoren 

(5.) ' (l+a?z)(l+a:'Ä)'.,.(l+jr'Ä) = l+eiJS+e2»He'»' + -- + <^A»* 

geschrieben wird^ worin die e Functionen von a^ sind, 

P t^ [(l+rtZ+e,*'+---+eAZ^)(l+i»a?^t'z4-(»),a:'^+V+---^^ O]^ 

(6:) \ ' - [l+'6iÄ + *25'-f*3Z^+-+ V«*'"'^?- 
= l'4-lfiz + M*' + *3»'+if4»*+-'^- 
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Die Bildung der r unterliegt den in §. 4 angegebenen Gesetssen^ die der b 
folgendem 

(7.) br - e,+iiH;.-ia:'+^+(m)ae,^,a?^+^+...+(m),e^,a:'*-»^..., 

die der M folgendem 

(8.) M, = ?FW'+(?)2n**)'+(?)3n'*)^.-(?)*n**r. 

P'{sky zeigt die Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe Ar in der r*^ 
Classe ans den Elementen 6|, 63 , 63, ... 6^^« an, die als Functionen Yon 
X so unter einander zu verbinden sind, dass die Vorzahl von aif (Zahl der 
gflnstigen Falle) bestimmt wird. Bei der Anwendung auf das Rouge et Noire 
wird, wie bemerkt, A = 9, in = 4, 9 = 24. Zur Bestimmung der fraglichen 
Wahrscheinlichkeiten hat man folgende Werthe nöthig: 

r, == x''+x'+2x''+3a?+4x'^+bx''+7x''+7x''+8x'^+6x'' 
(9.) ( + 8x*®+7a:»^+7a:"'+ -.+0?'*, 



p^ := X r«. 










«7 = X^^Vt', 




i^g s=z X Dl, 




rg = x^. 



Hieran* leiten sich die Werthe der 6 in folgender Weise ab 

|6, = e,+4aj"', 
(10.) 6, = e,+4e.x«'+6aj*, 

(6, = e,+4©,a?"'+6e,a:*'+4a:*', 
n. 8. w., woraus sich ergiebt 

(11.) 6. = x'+aj*+2jJ»+2x''+3a;'+3a!*+4ar'+4a:'"+8x"+7a;"+7aj»+6x" 

( + 6««+ ö^'o^- 5a;"+ 4x"+ 4a!"+6«'", 

u. 8. w. Die Berechnung der b habe ich bis 67 fortgesetst, 6« nnd die höheren 
b nirlien bei Erzeugung der Summe 31, auf deren Ermittelung es haupU» 
sächlich bei dem Rouge et Noire ankommt, nicht mehr mit. Die Vorsahlen 
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aller Glieder der b^ welche niedrigere Potenzen von x als die 31''' enthalten, 
mflssen bekannt sein, weil sonst die fraglichen Wahrscheinlichkeiten nach (8.) 
nicht bestimmt werden können. Da die Summe 31 in 4, 5, 6, . . . Karten- 
umschlfigen erzengt werden kann, so hat man die Vorzahlen von x^^ in (6.)) 
welche den Potenzen j»^ si\ ... zugehören, anzugeben, hierbei in (8.) all- 
mSlig Ar = 4, 5, 6, ... zu schreiben und die nöthigen Substitutionen zu machen. 
Man erhält dann folgende Werthe für die fraglichen Wahrscheinlichkeiten 

—^ I79q + 3544 {q),+ 20631 (^)3+ 361 20 iq\+ 1 9230 (?).] , 

•^ [46q + 6456 {q),+ 73707 (^)3+ 248364 (q), 

+318330(5^)5+1 37772 (9)e], 

u. s. w. 



tt?4 = 

Wi = 

(12.) 



Auch die weiteren Wahrscheinlichkeiten tPj, tos^t ••• tTia sind von mir voll- 
stflndig ausgerechnet worden. Diese Formeln waren nöthig, um das Ender- 
gebniss bis auf 7 Decimalen richtig zu erhalten, doch wird ihr Abdruck der 
zu grossen LSnge wegen unterlassen. Der Werth von q kann willkflrlich 
angenommen werden, er bezeichnet die Zahl der Kugelarten oder Karten- 
farben und giebt das Mittel, den Gang des Rouge et Noire von Anfang bis 
zu Ende durch alle Kartenfarben bis zur letzten zu untersuchen. Setzt man 
in (12.) 9 = 24, so erhält man fflr die Wahrscheinlichkeit, in den ersten 4 
und mehr Karlenumschlägen die Summe 31 erscheinen zu sehen, 

tt>3i = 0,05358344 +0,000578482 

+ 0,05214118 +0,000098736 

+ 0,02856175 +0,000013972 

^ '^ ^ +0,01032207 +0,000001657 

+ 0,002756334+ 0,000000165 
= 0,14805778. 

Diese Werthbestimmung findet sich in Poissons Abhandlung nicht. 

§. 6. 
Eine dritte Methode zur Bestimmung der fraglichen Wahrscheinlichkeit 
ergiebt sich dadurch, dass man das Prodnct (4.) in §. 5. in zwei Theile theilt, 
die ersten h Facloren als Polynomium, den letzten als Binomium behandelt, 
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und nach den Potenzen von js entwickelt. Man erhAlt 

P = [(l+a5Ä)(l+a:^Ä)...(l+a:*»)]^(l+ar*"^'»)-' 

+ 

+ {Qr+ mq Qr^, a:*+«+ {mq\ Qr^, x''^\ . . (m^), x''''^) z'^ 

+ u. s. w. 
Die Bildung der Q unterliegt folgendem Gesetze 

(2.) Ok - qn^hy+{q),Fiskn{q),P\sh)\..{q),F{$k^^^ 

wo jetzt P\ky die Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe Ar in der 
r'*"' Classe, aber nicht aus den Elementen b wie im vorigen Paragraphen, son- 
dern aus den Elementen 9i , 93 , . . . r^ bedeutet. Die Werthe der e fflr 
A = 9 sind in (9.) §. 5. angegeben. 

Die so eben angegebene Methode ist in der Beziehung allgemeiner als 
die in §. 5 mitgetheilte, dass auch der Werth von m (die Anzahl der Wieder- 
holungen des Vorkommens der Zahl A+1) willkflrlich angenommen werden 
kann. Die Exponenten von z deuten die Classen oder die Zahl der Um- 
schläge an. 

Bei Bestimmung der Vorzahl von o:" für eine bestimmte Potenz von 
z hat man die Vorzahlen der x, welche die genannte Potenz erzeugen, also 
a?% a^"^""*.aj*"*'*, a:*•'*""^ a:'^+^, ... zu beachten. Die Anwendung auf das 
Rouge et Noire verlangt daher die Kenntniss und Einfflhrung der Vorzahlen 
von a^^y Q^j x^^y x^ aus Gleichung (9.) des §. 5 in Gleichung (2.) dieses 
Paragraphen. Setzt man nun A = 9, so erhStt man zur Bestimmung der Wahr- 
scheinlichkeit ffir das Eintreffen der Summe 31 in 4, 5, ... Kartenumschlägen 

(3.) («^5 = j^9:p^j5^[5?+3 

+(ll^+222(?),+ 660(?)3+480(?)4)m5r 
+ (5^^+40 (j)a+ 45 (j),) (m^)J , 
u. s. w. 
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Setzt man 9 = 24, ii> = 4, so erhält man die nSmIichen Werthe, wie sie in 
(3.) §. 3 und (13.) §. 5 gefunden wurden, wodurch sich die Richtigkeit der 
entwickelten Ausdrücke bestätigt. 

§. 7. 
Das zweite, mit dem vorigen verwandte und unter b) in den $$. 2 
und 4 aufgestellte Problem beantwortet sich durch die entwickelte Darstellung 
des Polynomiums 

Man hat hierin die Vorzahl von x* zu bestimmen, wodurch die Anzahl der 
günstigen Gruppen gefunden ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

für « = ai+a2+Ö3...ö«. Es bezeichnet F'[s«,'ai,a2i ••• »J* die Anzahl der- 
jenigen Gruppen, welche sich unter den Versetzungen mit unbeschränkten 
Wiederholungen aus den Elementen ai, 03, ... a« zuir 9"*** Classe finden und 
die Symme n liefern. Diese Bestimmung der Wahrscheinlichkeit gilt fflr die 
Voraussetzung, dass aus einer Urne, welche die genannten Kugelarten ent- 
hält, q Kugeln gezogen werden und die gezogene Kugel nach der Ziehung 
in die Urne zuräckge werfen wird. 

Die Auswerthung des Ausdrucks P'[sn,'ai,a3, ...a»p kann nach dem 
Inhalt der §§. 2 oder 4 geschehen. Damit ist aber die Sache nicht gef&rdert. 
Einfacher stellt sich das Problem, wenn man die ersten Kugelarten von der 
letzten trennt und jene unter sich gleich setzt. Dann stellt sich die Aufgabe 
unter folgender Form dar. 

(3.) In einer Urne befinden sich a Kugeln mit der Zahl 1 , eben so 
viele mit der Zahl 2, 3, ... A und fna Kugeln mit der Zahl (A+1) be- 
zeichnet; q Kugeln werden einzeln gezogen, unter Rflckgabe der gezogenen 
Kugel in die Urne. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Zahlen 
der gezogenen Kugeln die Summe n erzeugen? 

Die Zahl der günstigen Fälle bestimmt sich nach (1.) durch die Vor- 
zahl von (c* in der entwickelten Darstellung von 

i P = (ax -{- ax^-\ h«P^+waj:^+')« 

^^'^ j == a^{x+x''+x^+-**+x^+mx^'^'y == a^{M,x^+M,^,x^-^\..). 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit ist, da ah + fna Kugeln in der Urne vor- 

44* 
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handen sind: 



(5.) 



a^.Mn 



•^-"" {a(h + tn))9 



Da a sich weghebt, so ist es nicht weiter zu berflcksichtigen und man erhilt 
folgende swei Formen ans (4.) 



(6.) 



p = (-^r^ +«^'^'7 = (T%(i+("»-i)^ -•^■*")'' 



xi 



(8.) 



(70 ^=-(r=^[i-(^-'»(**-**-^'))]% 

in deren entwickelter Darstellung die Vorzahl von x* zn bestimmen ist. Za 
dem Ende hat man 

In (6.) entwickle man {i+{fn'-i)x''^mx^'^y alsBinomium und mulliplicire diese 
Entwickelung mit (8.)) so erhfllt man für die Vorzahl von x** folgenden Ausdruck 

M, = („_!),_, +^[(m-l)(«-A-l),_,-w(ii-A-2)^.l 

+ (5')»[(»»-l)'(»-2A-l),_,-2(m-t)w(«-2A-2)^, 

,g. ; +w'(«-2A-3),_.] 

^ +(g)3[(m-l)'(«-3A-l)^,-3(w-l)X«»-3A-2),-. 

+3(m-l)w»(«-3A-3)^,-i»»(ii-3*-4j,_,] 



Eine bequemere Darstellung leitet sich aus (7.) ab. Wird [l—(a?*—»(aj*— «*+*))]« 
als Binominm entwickelt nnd mit (8.) multiplicirt , so bestimmt sich die Vor- 
zahl von x* durch die Gleichung 

iMn = (n— 1)^,— gr(n-A— 1)^1— m («— *— l),_,h 

I L -(«-Ä-2V,|J 

+ (9). f(n-2h-i\-i-2m 



(10.) 



(n-2A-lVi|+i«* 
— (n— 2Ä— 2)^, 



(«-2»-!)^, 
-2(fi-2A-2Vi 
4- (n-2*-3V, 




-(9).| (n-3A-lV,-3m (n-3A-iV, 

-(«-3A-2V, 



+3lB* 



(n-3A-i),_, 
-2(«-3A-2V, 
+ (n-3A-3),_, 



—m' 



+ 



(»I-3A— 1),-, 
— 3(n— 3A— 2)^, 
+3(n-3A-3V, 
- (n-3A-4)^, 
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Durch Benuteung der Gleichung 

(11.) . (p+»)^,-.*(;,+i«l)^,+ (ft),(;,+Ä^2),.,+...+(~l)*(p^^^ = {p)^^. 
Ifisst sich, wenn man fflr p die niedrigste Basis in den zusammengehörigen 
Fakultäten und fflr h die entsprechenden Wertbe 1, 2, ... setzt, die Dar- 
stellung (10.) in folgende umformen: 

/if. = (i»-l),.i-?[(i»-A-l),>i-m(ii-Ä^2)^J 

+(?)2[(i»-2*-l),^,-2w(«~2A-2)^,+ ii»^(ii-2A-3)^] 
(12.) ( - (}),[(ii-3A-l)^,-3m(ii~3A-2),«,+ 3m'(«-3Ä-3),., 

+ 

Sollen die Gruppen zahlen der Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe 
II in der q^^"" Classe unter den gegebenen Bedingungen bestimmt werden, so 
hat man (9.) oder (12,) mit a^ zu multipliciren. 

Setzt man A = 9, m = 4 und für q allrofilig die Wertbe 4, 5, 6, ^ , . , 
so erhfilt man aus (12.) und (5.) fflr die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe 
31 in 4 und mehr Ziehungen erscheinen werde, wenn die gezogene Kugel 
jedesmal in die Urne zurückgeworfen wird: 

wn = 0,05349952+0,0006465756 
+0,05179198+0,000119278 
+ 0,02854309 + 0,0000187340 
(13.) { + 0,01 052435 + 0,0000025439 

+ 0,00291 452 + 0,000000301 79 

+ 0,0000000314 
= 0,14806092. 

die vier ersten Wertbe wurden schon in (6.) §. 3 auf andere Weise gefunden. 
Die Wahrscheinlichkeit fflr das Eintreffen desselben Ereignisses bei dem 
Rouge et Noire ist nach (13.) §. 5 um ein Unbedeutendes kleiner, was sich 
leicht aus der Natur der Sache erklärt, da dort eine beschränkte Zahl der Kar- 
tenfarben mitwirkt. Sie wird um so grösser werden, je mehr sich die Zahl der 
mitwirkenden Farben steigert, und würde mit der hier erhaltenen zusammen- 
fallen, wenn die Zahl der Farben unendlich gross wäre. Hiernach charakte- 
risirt sich der so eben in (13.) gefundene Werth als Grenzwerth fflr die bei 
dem Rouge et Noire möglichen Wahrscheinlichkeitswerthe fflr das Eintreffen 
desselben Ereignisses. 
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Zu bemerken ist, dass die Werthe der drei ersten Summanden in (13.) 
$. 5 etwas grösser, dagegen die der späteren alle Iileiner, als die hier ange- 
gebenen sind, und dass der genannte Ueberechuss durch die spfltem Ziehungen 
bedingt ist. 

Da ä' nach (5.) aus dem Caicul wegfSUt und a die Zahl der mitwirkenden 
Kugelarten bezeichnet, so ergiebt sich hieraus folgender bemerkenswerthe Satz. 

(14.) Sind in einer Urne h mit den Zahlen 1, 2, ... A und m weitere 
mit h+i beseichnete Kugeln enthalten, zieht man aus derselben je eine Kugel, 
welche unmittelbar darauf in die Urne zurückgeworfen wird, und soll die 
Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass die gezogenen Kugeln in einer be- 
liebigen Anzahl von Ziehungen die Summe n liefern, so bleibt die Wahr- 
scheinlichkeit unverSndert, wenn fflr jede in der Urne vorhandene Kugel ein 
und dieselbe Anzahl von Kugeln der nämlichen Art gesetzt wird. Der Satz, 
dass die Wahrscheinlichkeit bei der vorliegenden Klasse von Problemen ledig- 
lich, von dem Verhältniss der Anzahlen abhängt, in welchen die verschiedenen 
Kugelarten vorhanden sind, gilt natfirlich allgemein. 

S. 8. 

Eine dritte noch bequemere Methode ergiebt sich auf folgende Art. 

Nach dem Inhalt des vorigen Paragraphen wird die fragliche Wahr- 
scheinlichkeit gefunden, wenn die Vorzahl von qe^ in der entwickelten Dar- 
stellung der verschiedenen Potenzen von 

bestimmt und dann durch die zugehörige Potenz von (A+m) getheilt wird. 
Die Beantwortung der vorliegenden Frage erfordert daher die Entwicklung der 
Ausdrücke 

r-JL-Y c_»_y (-L-\ 

die Ermittelung derVorzahl von af in jedem einzelnen and ihre Sammirang. 
Die Operationen können dahin zusammengefasst werden, dass die Reihe 

(ä) i+*|s+(if|s)'+(ifT5r)'+0*+- = TzV 

k'\-m 

gebildet, summirt, nach Potenzen von x entwickelt und die Vorzahl von or* 
bestimmt wird. Unter EinfOhrung der Bezeichnung 
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ergiebt sich für die rechte Seite vou (2.): 

l ^ 1 



1-« 



j h + m + i _ 

f-m Jk + in 

1 i— X 



Schreibt man ferner i+r = l+-r-; = — T . — = y, so hat man schliesslich 

A-|-ifi n-f- tn 



in eine Reibe tu entwickeln and daraus die VonBahl von 0* xn bestimmen, 
wodurch die gesuchte Wahrscheinlichkeit gefunden ist. 
Nun ist 

1 i—x (1 — g)r[(OT— t)a!*+t— mj*+'Q 

i—rR ~ i-vx "^ (1 — i^as)* 

(<-x)r*[(w-t)a^+'— ma!*+»]* (j>-g)r*[(m-l)a;*+'- ««*+'']* 

Die Nenner führen auf Reihen, welche in der Form 

jr^ = l+(f»)^.var+(p+l)^x»''x'+(/»+2)^,i^ir».., 

...(» +p —!),_, v"a?"-f — 
enthalten sind. Wird nun hierin p — 1, 2, 3, ... gesetzt und werden die 

entstehenden Reihen nach einander mit i—x, (i—x)r[(m—i)x'"^^—mx'"*'^ 
(1— aj)r'[(m— l)«?*"*"*— iija^+']*, . . . multiplicirt und die Vorzahl von ar" in 
jedem Ausdruck bestimmt, das Resultat gehörig geordnet, so erhält man für 
die Wahrscheinlichkeit die Summe n in den entsprechenden Ziehungen er- 
scheinen zu sehen, folgenden Ausdruck 

ip. = r.»'-'+r[(m-l)(ii-A)y^*-'-(2m--l)(»-Ä-l)»'-*-' 

+w(ii-*-2)j/^*-'] 
4- r* [(«•-!)'(« -2A),j^'*-'-- (3»-l) (fii-l)(« -2A-l)j»^*-» 

+ (3i»-2)«(«-2A-2),»^*-*-i»'(«-2Ä-3),y^"+»] 
+r»[(«i-l)'(ii-3A),i^*-'-(4m-l)(m-l)'(«-3A-l),v^"-« 

(4-) ( +3(2i»-l)(fi»-l)iM(«-3Ä-2),»''»-^-*-(4w-3)«'(«-3Ä-3),r^**-* 

+m*(»-3A-4),j/'^-'] 

+r«[(m-l)«(i»-4Ä)»v-**-«-(5«-l)(«-l)»(ii-4A-l)4»''^-» 

+2(5ni-2)(m-l)V»-4Ä-2)4»'^-"-2(5«-3)(»i-l)»«(ii-4Ä-3)4>^-**-' 

-1- (5w - 4) w» (» - 4A - 4)4i^^-*- w* (» -4A - 5)«»'-*»-^ 
+ 
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Selzl man hierin i» = 31, m = 4, A = 9, f — |^ und r = ^^^ so bestimmt sich 
die Wahrscheinlichkeit durch 4 Glieder und man erhftlt 

(5.) «?3i = 0,1480609 

wie in (13.) §. 7. Die Werlhe von n, h und m können willkOrlich gewählt 
werden. Auf gleiche Weise lässt sich te^s,, Wj^^ ... bestimmen. Die auf 
zwei verschiedene Arten hier bestimmte Wahrscheinlichkeit hat Paisson 
pag. 198 zu trsi = 0,148062 angegeben, also mit einer Abweichung in der 
sechsten Decimale. 

§. 9. 

Wegen weiterer Folgerungen wird es nöthig, den Zusammenhang, worin 
die Wahrscheinlichkeiten der unter a) und b) in dem §. 2 und §. 4 genannten 
Probleme stehen, kurz nachzuweisen. Darauf, dass die Wahrscheinlichkeiten 
fOr b) die Grenzwerthe fOr a) bilden, wurde schon in $.7 hingewiesen. Dies 
folgt einfach, wenn in (12.) §. 5 die Zahl der Kartenfarben also q unendlich 
gross gesetzt wird. Dann gehen die Facultfiten in Potenzen Aber, alle Glieder 
mit Ausnahme der letzten verschwinden, und man erhfilt genau die bereits in 
(6.) §. 3 gefundenen und in den einzelnen Summanden der rechten Seite 
von (13.) $. 7 wiederum eingeführten Werthe von tr«, i^s, .... 

Der Zusammenhang, in welchem die Werthe jeder einzelnen als Sum- 
mand in dem Endergebniss enthidtenen Wahrscheinlichkeit unter den beiden 
Hypothesen stehen, ISsst sich aus der Vergleichung der Gebilde in (2.) und 

(5.) des $.2 erkennen. Sie zerfallen in folgende — rzTT) — ^/ _ . ^\ i 

^/ ""4^."/ '^^Tix öud •^, wovon die lelzle Form in (5.) vorkommt. Die 

«(«— 1):..(« — r+i) s"^ ^ 

Vorzahlen der drei Gebilde sind in beiden Gleichungen dieselben und können 
daher bei der Vergleichung unberficksichtigt bleiben.. Nun ist 

(1.) ^ - '' 

(*•) »(«-iy::.(«-r+i) ^ r» 

letzteres um so mehr, da ^~ =— — ~ > ^ also, wenn g<Z*, jeder 

Factor in (2.) mit Ausnahme des ersten kleiner als — ist. Bei bestfindig 
wachsenden Werthen von q und s hat man 



it« — i)...(*— r + 1) ^ s»" ' 
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(4.) Lim. 4 ?-;''-(;-^+;i ^ iL. 

Diesen Grenzwerlhen nähert man sich um so schneller, je kleiner r ist. 
Aus den in (1.) bis (4.) liegenden Gesetzen, welche sich auch in den Zahlen- 
werlhen (3.), (4.), (5.) §. 3 erkennen lassen, entnimmt man Folgendes: 

(5.) Die einzelnen Wahrscheinlichkeilen, eine bestimmte Summe («) 
zu erhalten, sind im Fallen begriffen, wenn die Kugelarlen oder Kartenfarben 
wachsen, so lange die Ziehungszahlen klein sind, im vorliegenden Problem 
bei 4 und 5 Ziehungen. Bei 6 Ziehungen tritt zuerst ein Wachsen, dann ein 
Fallen ein. 

(6.) Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten wachsen beständig, wenn die 
Kartenfarben wachsen, sobald die Ziehungszahlen eine gewisse Grenze überr 
schritten haben, im vorliegenden Problem für 7 und mehr Ziehungen. Hier- 
über ist ausser (3.)^ (4.), (5.) §.3 auch (13.) §.7 zu vergleichen. 

Da die Zahl der Ziehungen oder Kartenumschläge mit dem Wachsen 
der Kartenfarben immer grösser wird, und die Zahl der wachsenden Werlhe 
sich beständig mehrt, so folgt weiter: 

(7.) Die Summen der Wahrscheinlichkeiten, welche das Eintreffen 
einer bestimmten Summe {n) bedingen, werden im Wachsen begriffen sein, 
wenn die Zahl der Kartenfarben oder Kugelarten und Ziehungen zunehmen, 
unter der Voraussetzung, dass die gezogene Kugel nicht in die Urne zurück- 
geworfen wird, oder das umgeschlagene Blatt nicht zurückgenommen wird 
(Problem a)). 

(8.) Die Wahrscheinlichkeitssummen in (7.) nähern sich bei beständiger 
Zunahme der Kugelarten oder Karlenfarben denjenigen, welche entstehen, wenn 
die gezogene Kugel zurückgeworfen, oder die umgeschlagene Karte wieder 
aufgenommen wird (Problem b)), und die Werthe der letzteren (Problem b)) 
bilden die Grenzwerthe für die der ersteren (Problem a)). Bei unendlich vielen 
Kugelarten oder Kartenfarben sind die Wahrscheinlichkeitssummen in beiden 
Problemen gleich. 

Das Gesagte bestätigt sich durch folgende Zus^pimenstellnng^ worin die 
Wahrscheinlichkeilen, die Summe 31 zu erhalten, durch t^i, W2^ w^^ 1^4, 1^239 
ero4, ir^ bezeichnet sind, wenn im Rouge et Noire die Blatter von 1, 2, 3, 
4, 23, 24 oder unendlich vielen Farben in Betracht kommen. 
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w, = 0,14763015 . . . !/?„ = 0,14805752 . . . 

jw, = 0,14788182 ... w,, = 0,14805778 . . . 

' «r3 = 0,14797901 ... ir, = 0,14806092 . . . 

«^4 = 0,1 4801 266... 

Die letzte (ir^) ist der Grenzwerlh für die früheren. Man erhält sie, wenn 
^ = 1, 2, 3, . . . in (12.) §.5 gesetzt wird. Diese Sätze finden auch in an- 
deren hierher gehörigen Fällen ihre volle Bestätigung. 



§. 10. 

Der Vortheil der Bank beruht in den zwei vorliegenden Problemen 

a) und b) §§. 2 und 4 auf dem wiederholten Eintreffen einer bestimmten 
Summe {n) in zwei aufeinander folgenden Ziehungsreihen. Da in dem Pro- 
bleme a) die erzeugenden Elemente mit den Ziehungen sich vermindern, in 

b) aber die gleichen bleiben, so ist die Wahrscheinlichkeit für den Wieder- 
eintritt der Summe n bei dem Problem a) 

(1.) Wr = W^.wi, 

bei dem Problem b) 

(2.) IT, = {w^)\ 

In beiden Fällen beträgt der Vortheil die Hälfte aller Einsätze a und ist somit 

(3.) c = Wr-^a, 

Die Wahrscheinlichkeit fflr den Wiedereintritt der Summe 31 in dem Problem 
b) und der zugehörige Vortheil ist nach (13.) §. 7 

j ,r, = 0,1 4806092' = 0,021 922036, 

jr = IT,. ia = 0,010961018.0. 

Dieser Vortheil beträgt daher etwas mehr als 1 Procent aller Einsätze und 
dies ist zugleich nach §. 9 der Grenzwerth für den Vortheil der Bank bei 
dem Rouge et Noire. 

Der Vortheil der Bank bei dem Rouge et Noire bestimmt sich nach 
§. 2 in folgender Weise. Ist die Summe n in der ersten Kartenreihe er- 
schienen, so muss sie auch in der zweiten bei verminderter Kartenanzahl anter 
den gleichen Bedingungen in < = 4i+i52+*** + iBjb Ziehungen erBcheinen. Man 
hat daher den dort erhaltenen Ausdruck mit dem correspondirenden 



(5.) fcl = 



('-P)i 
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zu multipliciren und erhalt 

unter folgenden zusammengehörigen Bedingungen 

'S = Xi+X2+X3-\ \-Xi^ 

(7.) p = 0^4-02+03+ •••+«.•, 

(« = lai4-2ao+3o3H f-«»,, 

,g. W = «i+«2+«3H h«t, 

(n = 1äi+2ä2+3ä3H hkik' 

Man hat hiernach mit jedem aus (7.) hervorgehenden auflösenden Falle alle 
aus (8.) hervorgehenden in Verbindung zu bringen und die entstehenden Zahlen- 
werlhe zu summiren. 

Die zweite Auflösung ergiebt sich aus den §§. 5 und 6, indem man 
die Factoren des dort angegebenen Products, welche in der ersten Ziehungs- 
reihe eine Auflösung geben, ausscheidet und dann die auflösenden Fälle des 
so verharzten Products fflr die zweite Ziehungsreihe bestimmt. Dies deutet 
sich auf folgende Weise an 

(9.) fr, = (312)^^, [{i + xz){i+x'z),..ii+x'i){i+x''zT} 

wo q und l verfinderlich ist und jedes die Werthe 4, 5, 6, . . . für sich 
durchläuft. Hat q einen bestimmten Werth erhalten, so tritt / hinzu und durch- 
läuft fflr sich alle zulässigen Werthe. 

Beide Auflösungsarten sind sehr mühevoll und mögen die Geduld und 
Kraft zur Ausfahrung erschöpfen. Diese Arbeit ist nicht nöthig, da die Frage 
durch die Gleichungen in (12.) §. 5 gelöst ist. Durch die daraus fliessenden 
und in (9.) §. 9 angegebenen Resultate lässt sich der Gang des Spiels vom 
Umschlag der ersten Kartenreihe bis zu den letzten Blättern verfolgen, wenn, 
wie geschah, statt q allmälig die Werthe 24, 23, ... 4, 3, 2, 1 ge- 
setzt werden. 

Ist nämlich die Summe 31 durch Umschlag der ersten Kartenreihe 
(4, 5, . . . 13 . . . Blätter), deren Wahrscheinlichkeit Wu = 0,1480577 ... be- 
trägt, erschienen, so ist die Wahrscheinlichkeit fDr den Wiedereintritt dieser 
Summe in der um so viele Blätter verkflrzten zweiten Kartenreihe t(?||=:0,1480575. 

45» 
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Beide Werihe difFeriren in der siebenten Stelle. Da nun die Wahrscheinlich- 
keilen mit dem Ausscheiden der gezogenen Karten nach §. 9 fallen, so werden 
die Wahrscheinlichkeilswerlhe für die möglichen Zwischenfälle innerhalb der 
Grenzen der genannten Wahrscheinlichkeiten liegen. Daher bestimmt sich 
die W^ahrscheinlichkeit für das EinlreiTen der Summe 31 in den zwei ersten 
Kartenreihen und hieraus der zugehörige Vortheil der Bank zu 

i Wr = 0,1 480577... X 0,1 480575 = 0,02192105. 

(10) J 

^ '^ (<? = 0,0109605. a, 

also um ein Unbedeutendes kleiner als der Grenzwerth (4.). 

Der Vorlheil wird sich annähernd lange auf dieser Höhe erhalten, denn 
wenn die Karlen bis auf 52 (Bläller eines vollständigen Spiels) umgeschlagen 
sind, so wird er sich auf höchstens r = 0,01095138.0 stellen. 

Um genaue Resultate für den Schluss des Spieles zu erhalten, habe 
ich nach §. 2 die W^ahrscheinlichkeil für den W^iedereinlriU der Summe 31 
unter der Voraussetzung berechnet, dass noch 13 Blätter und 11 Blätter der- 
selben Farbe (im letzten Falle darunter zwei Zehner, in welchem Falle der 
Wiedereintritt von 31 noch möglich ist) vorhanden sind, und folgende Resul- 
tate für diese Fälle gefunden 

(11.) «r, = 0,020390720..., r = 0,0101 9536. a, 
(12.) «?, = 0,018326118..., t? = 0,00916305.«. 

Hiernach liegt der Vortheil der Bank bei dem Rouge et Noire zwischen 1 ,096 
und 0,916 Procent aller Einsätze, der gegen Ende des Spiels in besonderen 
Fällen noch geringer werden kann, denn es sind noch manche Combinationen 
denkbar, worin bei einer noch geringeren Kartenanzahl (z. B. 8) der Wieder- 
eintritt* der Summe 31 möglich ist. Die Wahrscheinlichkeit aber für das 
Auftreten solch specieller Fälle ist so gering, dass dieselben nicht weiter in 
Betracht gezogen zu werden brauchen. 

§. 11. 
Die Sätze des vorigen Paragraphen ruhen auf der Voraussetzung, dass 
das Spiel einen regelmässigen Verlauf nimmt, was ganz mit den Principien 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und namentlich mit dem Satze übereinstimmt, 
dass das Eintreffen der Ereignisse bei häufiger Wiederholung in directem Ver- 
haltnisse zu den ihr Eintreffen bedingenden Ursachen steht; wobei jedoch 
mancherlei sich dem Calcul entziehende Abweichungen nicht ausgeschlossen 
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sind, welche die Gültigkeit des allgemeinen Gesetzes nicht stören (dieses 
Journal Bd. 30, pag. 251 u. f.). 

Poisson behauptet pag. 191 seiner Abhandlung, dass die Wahrschein- 
lichkeit für den Wiedereintritt der Summe 31 zu Anfange des Spiels die 
gleiche sei wie im zehnten oder jedem anderen Male. Dies stimmt mit den 
hier erhaltenen Resultaten nicht überein, und durfte sich auch nicht rechtfer- 
tigen lassen, da mit jedem neuen Male sich die erzeugenden Elemente ändern, 
und die Wahrscheinlichkeit fär den Wiedereintritt nur dann die gleiche bleibt, 
wenn die Zahl der Karten bei jeder Ziehung die gleiche bleibt, oder als un- 
endlich gross angenommen wird. Er giebt wohl zu, dass sich die Wahr- 
scheinlichkeiten im Laufe des Spiels ändern, aber nur für die den Gang des 
Spieles und die erschienenen Karten kennenden Spieler, aber nicht fär die 
damit unbekannten Personen. Diese Unterscheidung ist nicht zutreffend, denn 
die Karten -Umschläge bedingen die Aenderung in gleicher Weise für den 
Spieler, wie für den unbetheiliglen Zuschauer. 

Poisson bestimmt die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt der 
Summe 31 für das Problem b) zu 

(1.) Wr = 0,148062' = 0,02192235, 
etwas höher als in (4.) §. 10, und die bei dem Rouge et Noire (Problem a)) zu 

(2.) Wr = ^^fvl = Hl 0,148062' = 0,0219926 

für 9 = 312, und nach Abzug des von ihm vernachlässigten Gliedes zu 

(3.) Wr = 0;021967, 
den Yortheil der Bank also zu 

(4.) c = 0,01 09835. a 
und somit nach (3.) und (4.) grösser ^ als der hierfür mögliche Grenz werth ist. 
Wenn auch die hieraus sich ergebende Differenz erst in der fünften Stelle 
auftritt, so charakterisirt sie sich doch entweder als Folge eines unrichtigen 
Rechnungsresultats, oder einer unrichtigen Annahme. Derselbe Fehler wieder- 
holt sich bei Poisson pag. 205. 

§. 12. 

Es ist noch übrig, die weiter hierher gehörigen Fragen zu beantworten. 

Da die Werthbestimmung der Wahrscheinlichkeiten für beide Probleme a) und 

b) sehr mühevoll ist, so lohnt es sich, Methoden anzugeben, wie die fraglichen 

Werthe von einander durch Addition und Subtraction abgeleitet werden können. 



354 Oeiiim§er, gnirm§ mt M 

Betnicfalet aan uerst das ProUea b). wem die feioseoe Kieel lack 
der Ziehung in die L'nie zorDckeewoffeii wird, ud BiBBt aa, daas die Wahr- 
dcheinlidikeitea f6r 10 aaf eiaaDder folfeade Saaiaea (etwa 21. 22. . . . 30) 
eefoaden seieiL so wird die WakrscheiDlidbkeit für die aidist höhere Sasse 
31 dadorch Ipestiaiait werden, dass in der Torhergcheaden Ziehana eise der 
renaanten Sommen erscfaeial. oad zv ihr in der letzten Sehanf die diese 
Saame erzengeade Zahl (10 za 21. 9 za 22 o. s. w.) tritt Der Zatritt der 
Zahl 10 wird dnrch ar = f*^. derjenige der äbrifea 9 Zahlen darch a* = ^^ 
bediatt. Hiemach ist: 

«•ji = f'j 4.^21 — rß — rjj ra*>. - 

Das N'iailicfae ailt bei jeder anderen Samme und jeder beliehifen Anzahl der 
erzeaf enden Elemente oder Kogeln. Sind daher in einer Urne mehrere Kngel- 
arten enthalten, von denen die ersten k Arten die Zahlen 1 . 2. 3. ... A and 
die letzte die Zahl (A-rl. aber mmal tragen, so hat man im Allgemeinen 

\., w^h^i — jf3^.*»>P.-r«r.-i-r iF.^2r «f.**. 

and hieraus 

ffir jedes m, h and a. Da sich die Wahrscheialichkeiten der ersten 10 Snmmen 
leicht aas den Gleichnngen der §§. 7 and 8 ableiten lassen^ so hann man 
aas (1.; allmälig die der höheren Sammen finden and erhdlt: 

tr», = 0,2129024 v„ = 0,1480609 

wn = 0,1 398469 Wy, = 0.1 492944 

«?„ = 0,1424546 «-33 = 0.1503863 

r» = 0,1449054 Wy, = 0.1513327 

W2, = 0,1471802 »35 = 0,1521320 

3. 1 ^^^ = 0,1492599 w^ = 0,1527832 

•p,, = 0,151 1244 iTj. = 0.1532875 

w^ = 0,1 527563 w^^ = 0,1 536463 

w^ = 0,1541344 »39 = 0,1538636 

•p» = 0,1552407 w^ = 0,1567827 

•p,i = 0,1683471 ip« = 0,1512117 

n. s. w. Diese Wahrscheinlichkeiten zeigen ein bemerkenswerthes Maximum 
fOr «2IM *^3fM <^4(M tmd dann ein rasches, jedoch immer kleiner werdendes 
Fallen, worauf ein bestindiges Steigen eintritt Am stärksten ist das Maximum 
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bei 1^10 = 0,3806406; bei höheren Summen fr«], «^43, . . . scheinen sich die 
Wahrscheinlichkeiten mehr der Gleichheit zu nähern. 

Anders verhalten sich die Werthe der Wahrscheinlichkeiten, wenn man 
von einer bestimmten Summe (31 bei dem Rouge et Noire) ausgeht. Die zum 
Spiele gehörigen Summen bilden dann einen Cjclus (31, 32, ... 40), ausser 
welchen keine andere erscheinen kann. Es ist dann zu beracksichtigen, dass 
in jeder höheren , zum Spielcyclus gehörigen Summe (32, 33, . . . 40) Fälle 
vorkommen, die schon in denen der niederen enthalten sind und daher aus- 
geschieden werden müssen. So sind in der Summe 32 alle Fälle mitgezählt, 
die durch Zutritt der Zahl 1 zu der Summe 31 die von 32 erzeugen. Das- 
selbe gilt von 33 und jeder höheren Summe bis 40. Bezeichnet man die 
einem solchen Cyclus zugehörigen Wahrscheinlichkeiten durch «31 , 1132 , - . . 9 
so ergeben sich für ihre Werthermittelung folgende Bestimmungen 

««33 = tt?33--lV(<^32 + «?3l) 

• • • 

• • • 

u. s. w. und allgemein unter den bei (1.) angegebenen Voraussetzungen 

WO n die Basis angiebt, und p die Werthe 0, 1, 2, ... A durchlaufen kann. 
Eine zweite Methode für die Bildung der u beruht auf dem in (1.) an- 
gegebenen Verfahren. Sie besteht darin, dass die in der vorletzten Ziehung 
auftretenden Summen mit den in der letzten Ziehung erscheinenden Zahlen 
die fraglichen Summen erzeugen; sie schliesst die Basis und die über ihr 
liegenden höheren Summen von der Mitwirkung aus. Hiernach ist 



(60 



und allgemein 



«^31 = «>3M 

^ = xV(4.trM+«?23H \rU>»))^ 

^3i — TV(4.«?23+tr24+-- + ir3ü), 



(7.) II.+P = jq:^(ii»tr,^^Ä_i+fr.+^Ä+-+tr^i) 

für jedes h^ m und n; p kann die Werthe 0, 1, 2, ... A durchlaufen. Beide 
Methoden bilden gegenseitig eine Controle. Zur Bildung der niederen Summen 
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ist die erste, Tflr die der höheren die zweite Methode bequemer. Man erhält 
folgende Werthe 

«3, = 0, 1 480609 W3, - 0,094998t 

;/3> = 0,1 379051 v,, = 0,0837498 

(8.) ■ «33 = 0,1275128 W38 = 0,0723173 

«34 = 0,1168910 «30 = 0,0607157 

\ u,, = 0,1060494 «4,, = 0,05 1 7991 . 

ihre Summe ist 0,999999 = 1 , w ie dies sein muss , da nothwendig einer 
dieser Fälle in jedem Spiele eintritt. 

Pomon giebt pag. 200 nur die in (4.) angefahrte Methode an. Dort 
findet sich jedoch ein Versehen, wie sich aus einer Vergleichung leicht er- 
giebt. Auch in der Werthangabe für ?/^„ und «r^,, findet sich eine kleine Dif- 
ferenz. Für das* wiederholte Eintreffen der Summen 31 bis 40 ergeben sich 

folgende Werthe: 

«-, = 0.021 92203 «j, = 0,00902464 

y], = 0,01917815 «^ = 0,00701403 

:9.; ( ?4 = 0,01615951 nU = 0,00522979 

7il = 0,01 366350 «jo = 0,00368640 

uis = 0,01124657 «5, = 0.00268315. 

In diesen Fällen bleibt das Spiel unentschieden. Aus der Vergleichung 
der bisher erhaltenen Resultate ergiebl sich Folgendes. Werden 1000 Spiele 
gemacht, so gewinnt durchschnittlich in 890 Fällen entweder die Bank oder 
die Spieler, in 22 Fällen (also ungefähr in 50 Spielen einmal) gewinnt die 
Bank die Hälfte aller Einsätze; in 88 Fällen bleibt das Spiel unentschieden. 

Wäre die Summe 30 statt 31 als entscheidende Zahl bei dem Spiele 
gewählt worden, so ergäbe sich für die Wahrscheinlichkeit des Wiedereintritts 
der Summe 30 und den zugehörigen Vortheil 

wl = 0,1 683471^ = 0.02834072 
r = 0,01417036. a, 
und der Vortheil der Bank würde sich auf 1,417 Procenl, also viel höher 
stellen, und die Werthe der w würden folgende: 

«3,, = 0,1 68347 1 «35 = 0,0930996 

«3, = 0,1351 1 1 1 «3,i = 0,0820484 

(11.) { «32 = 0,1249554 «3; = 0,0708001 

«33 = 0,1145631 «38 = 0,0593676 

»3, = 0,1039410 «39 = 0,0477659, 



(10.) 



Oettingery Beitrag zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 357 

womit (8.) zu vergleichen ist. Die in diesem Paragraphen angegebenen 
Werlhe bilden die Grenzwerlhe für die des Rouge etNoire, von denen gezeigt 
wurde^ dass sie ihnen ganz nahe liegen. 

§. 13. 

Auf gleiche Weise, jedoch mühevoller, bestimmen sich die Werlhe der 
Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der einem Cyclus zugehörigen Summen 
(31,32, ... 40) für das Problem a), wenn die gezogene Kugel nicht in die 
Urne zurückgeworfen wird. 

Wird verlangt, dass ein bestimmtes Element erst in der letzten Ziehung 
mitwirke, so ist die Folge, dass es in den vorhergehenden nichl zur Erzeu- 
gung der fraglichen Summe mitwirken darf. Daher muss die in der Urne 
enthaltene Kugelart um dieses Element verkürzt angenommen werden. 

Bezeichnet man nun die Anzahl der günstigen Fälle, welche durch das 
Zusammenwirken der vollständigen Elemente eine Summe erzeugen, durch A; 
durch B die Zahl derer, welche aus der Summenbildung bei ausgesondertem 
Elemente hervorgehen; durch C die Zahl derer, welche einem bestimmten 
Cyclus zugehören, so hat man nach Analogie der im vorhergehenden Para- 
graphen aufgestellten Gleichungen folgende Bestimmungen: 

(1.) yl,^Ä+i == a(»»ß„+fin-fi+Ä,+,+--.+fi.+/0, 
(2.) C,+^ = A+p-a(Ä,^.,„,+fi„^p-. + --+ÄJ 

(3.) C^^p = a{mB^^p_f,^i + B^^p^f,^2'\ hÄ„-i). 

a bezeichnet die Zahl der Kugelarten oder Kartenfarben; 1, 2, ... A die auf 
den Kugeln oder Karten vorkommenden Zahlen, m das wiederholte Vorkommen 
der höchsten Zahl (A+1), n die Basissumme, p kann die Werthe 0, 1, 2, ... A 
durchlaufen. Bei dem Rouge et Noire ist a = 24, m = 4, A = 9, n = 3i zu 
setzen. Sind die Werlhe der A und C in (1.), (2.), (3.) gefunden, so hat 
man mit der Zahl alier möglichen Fälle zu theilen, um die fraglichen Wahr- 
scheinlichkeiten zu erhalten. Die A bezeichnen die Vorzahlen von x^\ a^, . . . , 
die den Potenzen z^^ j5^ . . . in der entwickelten Darstellung von 

(4.) P = [(l + a:«)(l+a?'«)...(l+a:^«)(l+a:'Vr ' 
(4.) §.5 zugehören. 

Die Werthe der B können auch aus den Gliedern des voUstfindigen 

statt des abgekürzten Polynominms auf folgende Weise 

(5.) B, = j-^ = F(i-ar*«+a:"»^^a:^V + ...) 

abgeleitet werden. Hierin bedeutet k die auszuscheidende Zahl, also eine der 
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Zahlen 1, 2, 3, ... 10. Die Vorzahl von x** ist dann aus den Gliedern der 
begleitenden Reihe zu bestimmen. 

Die Durchführung dieser sehr mühevollen Arbeit ist jedoch nicht nö- 
thig, da man weiss, dass die hieraus sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten sich 
den Grenzwerthen des §.12 mehr und mehr nahern und ihnen bei sechs voll- 
standigen Karlenspielen ganz nahe kommen. 

§. 14. 

Der Umstand, dass in den Problemen a) und b) ein bestimmtes Ele- 
ment, öfter wiederholt als die übrigen, bei Erzeugung der Summe (n) mit- 
wirkt, macht die Auflösung verwickelt. Einfacher ist es, wenn alle Elemente 
oder Zahlen gleich oft mitwirken sollen. In diesem Falle hat man in den mitge- 
theilten Gleichungen m = l oder, was bequemer ist, fii = und dann für h im An- 
wendungsfalleden entsprechenden Werth der mitwirkenden Elemente einzusetzen. 

Für das Problem a), wenn die Kugel nach der Ziehung nicht in die 
Urne geworfen wird, ist das Polynomium 

(1.) P=[ii+xi){\ + x'z),..{l+x'z)]^=^i+Q,z+Q,z''+Q,z'+'" 
zu entwickeln und die Verzähl von x" für die zugehörigen Potenzen von z 
nach (2.) §. 6 zu bestimmen. 

Für das Problem b), wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird, ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, die Summe 
n m q Ziehungen zu erhalten, in diesem Fall aus (9.) oder (12.) §.7 

(20 • ^n = ^[(»-l)^i-?(n-A-l),_,+ (9),(fi-2A-l),.,-....]. 

Aus (4.) §. 8 erhält man für die Wahrscheinlichkeit, die Summe n in 
allen möglichen Ziehungen erscheinen zu sehen, wenn man r=-r- und i/=~^ 
setzt nnd redncirt, folgende Bestimmung 

p-^Tv-r^ —k^K-rJ + 1.2.A' Vir) 

(3.) 1 n(n-3A-i)(H-3A-2) / A+l y-^^-* 

) 1.2.3.A* \ h J 

I . 

\ • 

oder 

1 /A4-lV-*-*r/A+l\*+» n-\ 

«'- = xCnr; Iv-r) "tJ 

(4.) l i / A + l \— '*-* rn(n-2A-<) /- A+l >^»-n »(n-SA-IXw-SA- g)! 

) ■'"A»VA/ L i.2 \ k y 1.2.3.A J 
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Die Gleichnngen des §.12 gehen in folgende über: 

(5.) w^^f, = y(tr, + «?»+,H hte?,+Ä-i), 

(6.) w^ = A.tt?«-fA — («^.+i+te?«+2H h^n^h-^i), 

(8.) fl^^p = y («?„+p-A+««'i.+p-/i4-l + --- + «?»-l)l 

• 

in (7.) und (8.) kann p die Werthe 0, 1, 2, . . . A— 1 durchlaufen. 

Wörde das Rouge et Noire unter der Voraussetzung gespielt, dass in 
jeder Farbe nur die Zahlen 1, 2, ... 10 enthalten, die Bilder also ausge- 
schlossen sind, so ist h=10 in den vorstehenden Gleichungen zu setzen. Das 
Spiel würde einen anderen Gang nehmen, und die Grenzwerthe der dabei vor- 
kommenden Wahrscheinlichkeiten würden sich in folgender Weise feststellen 

fpj„ = 0,181410912 tpj6 = 0,181933149 

»3, = 0,1 81 264689 «»37 = 0,1 81862862 

■ »j, = 0,181633059 tPj« = 0,181793873 

^ '^ ^wj, = 0,181856200 »©39 = 0,181749564 

iPj« = 0,181960755 104,, = 0,181744112 
»36 = 0,181976087 

«3. = 0,1 81264689 «3, = 0,091064070 

«3, = 0,163506591 «37 = 0,072800468 

(10.) } fij, = 0,145566425 »j8 = 0,054545193 

«34 = 0,127485360 «,9 = 0,036321497 

«35 = 0,109304616 «4,, = 0,018141091. 

Die Wahrscheinlichkeiten in (9.) zeigen auch ein Maximum wie die 
in (3.) §. 12 angegebenen, jedoch in anderer Lage und geringerer Intensität 
und nähern sich mehr der Gleichheit. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten 
in (10.) ist 1, wie dies sein muss. 

Der Grenzwerth fOr den Wiedereintritt der Summe 31 und der hiezu- 
gehörige Vortheil der Bank würde sich nach (9.) auf 

f 1 1 ) j ("'^'^' = 0,181264689» = 0,03285688 
I c = 0,0164284. a 
stellen, also mehr als 1^ Procent betragen. 

Freiburg i. B., im Juni 1865. 
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lieber simultane binftre cubische Formen. 

(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 



Uie Theorie der simultanen binären cubischen Formen ist von Herrn 
S(d/nhon (Inlrod. Lessons) studirt worden aus der Annahme einer kanonischen 
Form, in welcher beide Formen als Aggregate von drei Guben erscheinen. 
Indessen lässt dieselbe eine andere Behandlung zu. Es giebt nämlich strei 
lineare Coearianten solcher Formen, und indem man sie als Variable einführt, 
gelangt man zu einer merkwürdigen typischen Form^ in welcher die beiden 
Functionen die Differentialquotienten einer Function eierter Ordnung sind. Die 
Goef&cienten dieser Form sind von einander unabhängig, und können als fun- 
damentale Invarianten benutzt werden. Alle äbrigen Invarianten drücken sich 
dann rational durch diese aus, bis auf einen Factor, welcher eine Wurzel aus 
der cubischen Invariante der biquadratischen Form ist. Diese Resultate und 
ihre Ableitung bilden den Inhalt der folgenden Notiz. 



= 2 



b+lß c+ly — a?jf 



Die gegebenen binären Formen seien: 

' ^ '^ f r = ax^+Sßx''y + Syxy^+df. 
Die Determinante von u+Xt) bezeichne ich durch 

U fA) = 2 («+^)^+(*+*/*)y {b+lß)x^{c+XY)y ^ ^ ' ^ 

Dabei sind A, B, C quadratische Covarianten ; A enthält nur die Coef&cienten 
von u, C nur die von e, B beide linear. Die Differentialquotienten einer Form 
»'^' Ordnung bezeichne ich durch 

In diesem Sinne bilde ich die lineare Covpriante; 
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welche fftr q== k in die bekannte yersohwindende lineare Covariante von 
u+ke übergeht. Der Aasdruck P hat also den Factor {^—l)^ und in der 
That, nimmt man die Function D in der zweiten Form (2.)? so findet man 

(4.) P = 2 H^/3 c+Ay {bx'\-cy)-^(f{ßx+Yy) 

c+Xy d+l^ (cx'\-dfi)+i}{yx+^y) 
und die linearen Govarianten p und q haben die Definition: 



^2{(f-:^X)ip-Xq), 



(5.) p = 



a b ax+ßy 
b c ßx + yy 
c d yx-\-dy 



? = 



a ß ax+by 
ß y bx+cy 
y (J cx+dy 



Indem man aber in (4.) links für P den Ausdruck (3.)) und für D 
darin, den Ausdruck (2.) setzt, erhält man die folgenden Gleichungen: 

( V = An U22 — 2Ai2 «12 + A2i flu , 2p == An €?22 ~ 2^12 f?i2 + -^M ^11 9 

(6.) \— j» = i5ii W22 — 2-Bi2 «12 + -B22 Wii , —q = Bnf>22 — 2Bi2f^i7+ ßn^n^ 

Bezeichnen wir nun durch 2K die Determinante dieser Gleichungen: 

Ali Ai2 A%2 

(7.) 2/f= Bn ß„ ß« 

C|i Ci2' Cm 
und durch A, B, 1' die drei Formen zweiten Grades: 



(8.) A = 



f Bn Cn 

— xy Bi2 Ci2 



X 



22 ^^22 



B = -4 



An y* Cn 

V 

-^12 — ^ t/12 

J? Cj2 



122 



r= 



^,j Ba —xy 



A'Vi JD< 



122 



22 



X 



welche zugleich die Functionaldeterminanten von A, B und C sind. Dann ist 



(9.) 






^22 9 



= -A 



m 



= -2B 



22 9 



229 



dK 



2 -sr-s — All 5 



dA 



tt 






itt 



't* 



und die Auflösung der Gleichung^ (6.) nimmt die Form an: 

(10.) }iri»„=iB„p+/'ii5r, Ä«>.i = A„;»+Bi2g, 
Ä«Ä = BmP + /"« ^, Jft>„ =a Am/» + Bn jf. 



• ■ 
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^fiiwi— ffifii = (xy'-yx') 



(12.) 



= {^'-y^'KA^'+Ay'), 



f<?,€?i— ©2oi = {xf/'—yx') 



=-(xy'-yx'){C,x'+Cy'). 



Multiplicirt man in diesen beiden Systemen die erste Reihe mit x^, die zweite 
mit 2xy^ die dritte mit y^, nnd addirt, so hat man: 

(11.) K.u = Bp+Tq, ir.r = Ap + Bq. 

Bemerken wir nun, dass, wenn u'^ e' etc. die Functionen u, v mit den 
Variabein x', y' geschrieben bedeuten, man den aus u, »' oder r^ e' gebildeten 
Functionaldeterminanten die Form geben kann: 

a b 2yy' 
b c -{xy'+yx') 
c d 2xx' 
a ß 2yy' 

y 9 2xx' 

Aus den Ausdrficken 

''ff 

»19 ^9 ^M ^^2 

entstehen, indem man x^'^^ x*y\ y'^ durch ^229 --^129 ^22 ersetzt, nach (6.) die 

Grössen : 

0, 0, 2p„ 2p,', 

indem man a:'% x'y\ y^ durch B^^ — -B^j, fin ersetzt: 

•~Pi^ ""/^29 —911 — ?2; 
endlich, indem man dieselben Grössen durch C»^ —^12? C^ ersetzt, die Aus- 
drücke : 

29,, 2q,, 0, 0. 

Daher folgen aus (12.) die vier Gleichungen: 

UiP2—U2Pi = AiBi — BiA, = r, 

«l?2-«2?l = —1(^1^2 — Ci ^2) = — B, 

eip2 — C2P1 = i (Ai C2—C, A,) = B, 
Oi^fj— €2^1 = "{BiCi — CiB,) = — A. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 

Bp+^? = «(P2 9i-92Pi), Ap+Bq ^e{p2qx-q2Px\ 
nnd daher aus Vergleichnng mit (11.): 

(14.) fhqi—qtPi = Ä, 

was man aach leicht direct naehweist. Es folgt aber ferner fflr die Fanctional- 
determinante von u-i-i» nnd p+^ aas (13.) der Ansdmck: 

(•«»+*»i)(;»i+W.)-(«2+i«.)(p+Wi) = r+xi-(f)B~i^A. 



(13.) 
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Bildet man jetzt die HeMesehe Determinante dieser quadratischen Form, so 
findet man 



(15.) 



= 2 






woraus, wenn man (> = — — setzt und mit ^^ multiplicirt, die Gleichung folgt: 



(16.) KW{1) = 2 



(Bnp+rnq)+l(AuP+B,,q) {B,,p+l\,q)-{-l{Ai,p+B,,q) 
iBap-]rraq)-\-X(AtiP+Baq) (Bnp+rnq)+l{A„p+Bnq) 



Diese Gleichung enthält die typischen Darstellungen der Formen A, B, C. 
Führt man die in dieser Gleichung auftretenden Invarianten ein: 

^lf„„ = 2(AHA,a-A?,), ilf6. = (BH/«-2B,,7'„ + ß„r„), 

(17.) #44 = 2(6.. B,, - B],) , #,„ = (r.. A,, - 21\, A„ + /',, A„) , 

(#,, = 2 (7',.i'„ -/•,»,), ilfa6 = (AnB„-2A.,B„+A,,B..), 

so zerfällt die Gleichung (16.) in die folgenden Gleichungen für A, B, C: 

iK'A = Mt,p' + 2M,,pq+M„q', 
(18.) K'B = M,,p' + {M,,+Mt,)pq+M,,q\ 

[k'C = M^ap-^+iM^^pq+M^^q'. 

Inzwischen eriiält man aus den Formeln 

A = Aiiii:''-^2Anxy+A„y^, 
B = BnX^+2B^^xy+B„y\ 
C = C,^x'+2C,,xy+C^y^ 

durch Auflösung mit Rücksicht auf die Gleichungen (9.): 

2Kx = .AAjj— 2öBj2-)-C/'2j, 

-2Kxy = ^Aij-2fiB,j+Cr'„, 

2Ky^ = ^A.,-2ÄB..+Cr„. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit An , — 2 A.j , A^t , oder mit Bu , —26» , 
Bu, oder endlich mit /'a, — 2i^,], 7» und addirt jedesmal, so kommt mit An- 
wendung der Grösse (16.): 

2ürA = M„A-'2MatB+M„C, 
(18«.) I2Ä-B = M„,A-2M^tB-]-M^,C, 
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nnd man erhalt daher, wenn maA die Werthe von A-, B, C ans (18.) einfahrt, 
für A, B, 7' die Formen: 



(19.) 



2/rA = iM„,Mit-2M^6+M,aM,,)p'+2(MaaMe,-Mi,M,i,)pq 

4- iM„„ Mcc— 2M„i,Mic+MiiJH„r) q*, 

2K'B = {M„„M,,-M„kM,0p^+2{2Ma,M,-M,^ar-Mlk)pq 

+ {M„i,M„—Mh(,M(,c)q'*, 
2K'r = (M„„M,,-2M„f,Mt,+MttM„,)p'+ 2 (M„,M,,-MtiM,,)pq 

+ ; M„M-^Ul+ M^Mbi.) q'- 



i« 



All A|2 A22 




A22 


— 2Ai2 A|| 




Uaa ^ab ^ac 


Bji B12 B22 


• 


B22 


--2B|2 Bu 


-2/r*- 


^ab ^bb ^bc 


r 7^ r 

^ n ^12 ^22 




i 22 


ä/|2 ^11 




Mac V[(,,. Mcc 



Diese Gleichungen vereinfachen sich, indem man auf die Eigenschaften der 
Invarianten M naher dngeht. 

Die Invarianten M sind die Elemente der Determinante, welche bei der 
Multiplication der Determinanten 



(20.) 



entstehen. Die Unterdeterminanten der M kann man daher . aus den Unter- 
determinanten der beiden Factoren links zusammensetzen. Da nun die Ele- 
mente dieser beiden bis auf Zahlenfactoren die Unterdeterminanten von K sind, 
so werden ihre Unterdeterminanten gleich K multiplicirt mit EleraeBton von 
K; und zwar erhält man sehr leicht folgende Gleichungen: 

K K 

Bj2' 22 — "22-' 12 ^^ K'^n^i * I2A22 — J- 22A12 =^ ^*^22^ A12D22 A22*^|2 = 2~ ^^ 

822^11 — 611/22= Ä^-^129 -^22-^11 — JijAa? = "-2ÄjB|2, A^Bh — AJ1B22 = äGx2^ 

K K 

Bii/12 — B12/ 11 = 2"-^in •* 11^12 — / i2Aii t= Kßii^ Ai|D|2 A12DU = 2" **■ 



A 



Man hat daher für die UAterdeterminanten der M die Ausdrücke: 

(21.) [M,cM„„^ma==2K'N,,, M,cM,,^M,,M,.^ -^iVe.., 



WO die iV folgende des U analog gebildete Invarianten bezeichnen : 
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Naa = 2 {All '^ "" -^12)9 ^öc = -Sil Cl2"~ 2Bi2 C12+ B22 Cn ^ 

(22.) ( Nf,(, = 2 (B|i Ä22 "^ -ßia)» -^r« = C|i A22'— 2Ci2 -^12+ C^a -<4ii 9 

^« == 2(Cii C^ — C?2% ^ab = -<4u-Ö22 — 2-^12 Ä|2+ -4b Bn« 

Mit Httlfe dieser Gleichungen kann man nun den Ansdrflcken (19.) die 6e-^ 
stall ;eben: 

2iPA = ir {iV^p'+2iV,,M+(2iV,,-<iV,,)^} 
23 . , 2JP B = if' [N^p'+2N,,pq+N,,q'] 

2/iC'r = /fM(2iV66-^r.e)9'+2iv,6f^+^aa?'} 

Non folgt ans den Gleichungen (13.): 

^iip2q2 — Ui2{piq2+p2qi)+^Piqi = ^1^2— /iji == — (B1P2 — B2P1), 
9nP%q2 — ^i2(Pi92+Pi1i)+^22Piqi = ^iq2 — ^2qi = '-('^tP2—A2Pi). 

Wendet man dies auf die in (23.) gegebenen Formen von A, B, i* an, so 
findet sich, dass der CoefGcient von 2pq in A mit dem von p^ in B, der von 
^ in A mit dem von p^ in F und mit dem von 2pq in B, der von q^ in 
B mit dem von 2pq in F flbereinstimmen mass. Von diesen Bedingungen 
sind alle bis auf eine schon in den Gleichungen (23.) offenbar erfDllt; indem 
man aber den Coefficienten von 2pq in B dem von 9^ in A oder von p^ iu 
T g'Ieichsetzt, erbalt man die Relation: 

(24.) {M„-M^^f = 2ir{N„-N^^). 

BierauB geht hervor, dass 2 (iV«,— f^bb) das Quadrat einer rationalen Invariante 
ist. In der That findet man 

2(^„-iV»«) = 2CCu^M-2C„^.,+ CJ„^.)-4(B„Ä„-BJ,) 

-4(ay-2ft/S+co)(6<f-2cy+rf/9)+(a<r-6y-c/9+<te)* 
= {ad-Zby+^ß-daf. 

Beseiobnet man also die einfachste Invariante der Formen ti und r durch: 

(25.) / = ad-ZbY-\-Zeß-4a, 
80 ist 

(26.) 2{N,,-Nbb) = /», 
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und indem man dies in (24.) eintragt, findet man 

(27.) Mac— Mf^i, = ÄT/t 
wobei daa Vorzeichen der rechten Seite sich durch specielle Wahl der Coef- 
ficienten leicht bestimmt. 

Fahrt man diese Relationen in die Gleichungen (23.) ein, so kann 
man durch K dividiren, nnd findet: 

(2irA = K{Nccp'+2N,,pq+N,,q')+J(MaaP'+2Ma,pq+M,,q'), 

(28.) 2irB = K{N,,p'+2NacPq+Na,it)+Ji'faöP'+2M,,pq+M,cq% 

{2ir r = K{Nay+2Natpq+Naa^)+JiM,,p'+2M,cpq+M^q'^^ 

Bezeichnet man daher durch F die biquadratische Form: 

(F = ^{K{Nccp'+4N,,p'q+(iN„,p'q'+4Na,pq'+N„a^) 
(2ff.) +JiM^aP'+^M^öP'q+6M,,p'q'+4^M,,pq'+M^^^^ 

{ = m^ip* +Am^p^q-\- ßnhpY +^^P9^+^^9\ 
so hat man die Formeln: 



K'A = ^ 



t » 



* dp 

(30.) ^ä:»b = ^-|^, 

und also auch aus (11.) die typischen Darstellungen von ti und «; 
was die Eingangs erwähnte Form ist. 



Von den im Vorstehenden benutzten Invarianten M, N, K^ J lassen 
sich zunächst die M leicht durch die N ausdrücken. Die Determinante der 
M ist nach (20.) gleich 2K^, Bildet man also die Unterdeterminanten aus 
den Unterdeterminanten der M (21. )? und ersetzt sie durch das Product eines 
M mit der Determinante der My so erhfilt man nach Division mit 2K*: 

(32.) !ilf66 = i(iV,,JV„.-.iV^,), if,«= i(iV6«iV6c-iVa6iV„J, 
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Da nun die beiden cubisohen Formen nicht mehr als fünf von einander nn- 
abhtngige Invarianten besitzen , so hat man zwischen den N^ K nnd / noch 
drei Relationen anfmsnchen. Zwei derselben liefern die Gleichungen (26.)9 
(27.). Indem man in der letzteren für die M ihre eben gebildeten Ausdrücke 
setzt, erhftlt man die Gleichungen: 



(33.) 






Sodann ist aber nach (22.) die Determinante der N offenbar das Product der 
Determinanten: 

A^ — 2il|2 All 

B22 — 2fij2 Bii 

Cxt — 2Ci2 Cn 



^.1 


An 


An 


Ba 


B12 


Bn 


Cu 


VW 


C^ti 



und man hat daher drittens die Relation: 



(34.) Ä-' = i 



aa 



N. 

iV,6 



ae 



iV.6 
iV6, 






ac 



bc 



K 



ee 






Aus (33.), (34.) entspringt zwischen den N eine homogene Gleichung 
dritten Grades. 

Die Coefficienten von F, nfimlich 

haben als Coefficienten der typischen Form von selbst die Eigenschaft, dass alle 
absoluten Invarianten sich durch sie rationol ausdrücken, und da ihre Zahl fflnr 
ist, so tritt eine Relation zwischen ihnen nicht mehr ein. Die Determinante von 
p und q ist K; daher findet man jede Invariante, indem man sie aus der ty- 
pischen Form bildet, und durch eine passende Potenz von K dividirt. Fährt 
man insbesondere ffir die aus den m gebildeten Invarianten der Form F die 
Bezeichnungen ein: 

f Milium«— 4ifii Hl) +3m^, j = 



nnd setzt ferner: 



fWj 



«1 


m, 


«l 


m, 


«3 


m« 
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80 dass 

SO findet man fflr die oben behandelten Formen folgende Aosdrflcke: 

K*A= 2(ßo9^—f*ipq+fhp'^), IPA=>m„fl^+2m,pq+mt^, 

K*B = -^fi,tt-lApq+t^^p') , iSf'B = m,j»'+ 2fli,|.j+«i, j», 

Ä*iV„ = 8iU2^-2//J, /if*JV,6 = -2/i,/i4-2/ijiu,4- /t,^. 

Man sieht, wie hier alles sich rational durch die m ansdrfickt, abgesehen von 
K, welches den irrationalen Ansdrnck 

annimmt. 

Da die Resultante von u und e nach (31.) mit der Discriminante von 
F flbereinstimml, so nimmt dieselbe die Form an 

•^-27/, 

oder, mit Hinweglassnng einer Potenz von K: 

welches ein bekanntes Resultat ist. 

Ueberhaupt geben die Sfitze Ober binfire biquadratische Formen auch 
immer Sfitze über die simultanen cubischen Formen, wenn man dabei als die 
biquadratische Form mit ihren Covariauten und Invarianten die folgenden 
Ausdrücke zu Grunde legt: 

># - I / d'F d*F ( e'F V\ _ K' f du dv dv du\ 

^F-TiT\ß^^ öp« \dpdqy)'^ 9 \dx dy dx dy )^ 

j ^K\ • = ÜTV. 
Unter solchen Sfitzen hebe ich nur einen hervor. Bezeichnet man durch 
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^9 ^'y p\ 4y ^ ^*^ Wcrthe, welche m^ «, p, g, F für x^x\ tt=^y' an- 
nehmen, 80 ist die Diseriminante der für p' und q' cubischen Form 

nach der Theorie der biqnadratischen Formen gleich 

Die Diseriminante also der Form xti+Ae erhftlt man, wenn man in diesem 
Ausdrucke p=^ Ji, 9 == ^ setzt. Aber der vorstehende Ausdruck ist bis auf 
eine Potenz von K gleich 

J / du de de du\ 

Man hat daher den Satz: 

Durch die lineare Substitution 

x==qiX+q2y, ^=PiX+p2if 

verwandelt sich die Gleichung 

/OK ^ 1 J r du de dv du\ ^ 

(35.) 9«+pt,-_(^^^~^ -ä^) = ^ 

in die Bedingung dafür, dass die Discrimnante eon xu+le verschwinde. 
Diese biquadratische Gleichung ist am leichtesten in der Form 

F.j-i.Jjr = 

zu untersuchen. Im Allgemeinen giebt es vier Functionen xtf+itr^ welche 

zwei gleiche Factoren haben; von diesen fallen aber zwei zusammen sobald 

die Diseriminante von 

F.j-^i.J^ 

verschwindet. DerWerth derselben ist nach der Theorie der biquadratischen 
Formen 

{i'-27f)f = {r ^ 27 K)K''. " 

Die Diseriminante von (35.), oder von der gleich Null gesetzten Diseriminante 
von xu+le, welche für die Coefficienten sowohl von u als von d vom zwölften 
Grade ist, muss den Ausdruck 

[J' - 27 K)K' 
haben. Dieselbe verschwindet also erstlich, wenn u und d einen gemeinsamen 
Factor haben, zweitens wenn IT = 0. 

Der letztere Fall ist die einzige Ausnahme der oben ausgeftthrten Dar- 
stellung und muss daher besonders behandelt werden. 
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WoBii K verschwindet, so lehren die Gleichungen (21.)) (37 J<» da^$ 
Mac = Mbb y luid dass eine constante Grösse r so bestimmt werden kann, das» 

(36.) Jlf„« : Mai, : ^66 :Mf,,:M^ = t* : x' : r' : r : 1. 

Die Gleichungen (18^) geben dann zwischen ^^ £^ C die lineare Relation: 

(37.) t^^-2tä+C = 0, 

nnd aus (18.) folgt: 

(38.) rp+q = 0, 

endlich ans (13.): 

(39.) A:B:r = t^-t:1. 

Die Gleichung (37.) lehrt, dass die Hestesche Determinante der Function 
Ttf — r verschwindet, dass also diese Function ein vollständiger Cubus ist. Weim 
also die InvariafUe K eerseiwmdety $o giebt e$ eine Combinalion ton m und e^ 
welche ein i>oUitändiger Cubu$ ist. Man beweist auch leicht, dass umgekehrt, 
wenn v=im+{ax+byy^ immer K verschwindet. Die Wurzel des Cubus 
unterscheidet sich von den linearen Covarianten p, q nur durch constante 
Factoren. 

Giessen, den 2. Juni 1867. 
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Zur Theorie der binftren Formen vierten Grades. 

(Von Herrn Ä. Clebsoh zu GieBsen.) 



Jlst ti'eine binfire Form vierten Grades: 

ff = axi+4bxlx2 + 6exlxl+4dxia^+ea!i^ 

und beseichnet man durch i, j, J, T die Formen 

a b e 
i = ae~46d+3c^ j= b e d|, 

e d e 

endlich durch 9 {x^ X) die Form 

q>{x,X) ^ x'-^^xl'+J^k^ 

so hat man bekanntlich fflr die zasammengesetzte Function xu—XJ die Bildungen : 



\(§9 ^ni-lä dff Öigu^X^\ 

J«^ld - ty^x dx ~'W dX /» 

I 

und zwischen T, u, J besteht die Gleichung: 

Ich werde mich im Folgenden mit den Bildungen beschäftigen, welche 
aus der Combination von T mit xu—lJ hervorgehen, sowie mit den Co- 
varianlen und Invarianten von T selbst. 



Bezeichnen wir durch yi, y^ die beiden Ausdräcke 

(1) Jfi = -^tt2+^^2, y7-^i-XJ^^ 



*) leb bezeichne für eine Form qp n*^" Grades durch tpi, A(» eto. die Ausdrücke 
i dq> 1 d'q> ^^^ 

n dxi ' 11.11 — 1 dxidxjt ' 
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und durch f dasjenige, was aus einer Function n**" Ordnung f entsteht, wenn 
darin statt Xi^ x^ die Ausdrflclce 

gesetzt werden. Wendet man fQr f den symbolischen Ausdruclc 

u = {01X1+02X2^ 

• 

an, und entwiclcelt in dieser Form f nach Potenzen der y: 

80 hat man symbolisch: 

D if) = (a, Xi+Ot «,)"-* (a, jf 1+ a, y,), 

^'(A) = («i«i+«ja5i)""'(oijfi+aijf2)', 

D*(f) = (»i«i+«»*2)"~*(aiSfi+«»y»)N 



Fflr diese Ausdrücke erhftlt man Recorsionsformeln, indem man verfStUirt, wie 
Herr Heue im' 36"** Bd., p. 156 dieses Jonrnals. Es wird nftmlich offenbar 

+*(«,«,-i^a,n.*.+*,.r|»,(«.^+«.^)+».(«,^+*^)l- 

Der letzte eingeklammerte Ausdruck kann umgestaltet werden, indem man 
-xäL durch —^ und -J^ durch —-5^ ersetzt. Er verwandelt sich dann in: 

OX^ OX^ OX^ C7X| 

•.(».^-».^)+"-(».t-»'^) 

= — 3 (ai a?i+ 02 0^2) ^Mu-i/i • 
Die Formel (2.) giebt daher 

und man hat fflr D^'^^(f) die Recursionsformel : 

^ c/^) = -irrt v--si— y^+"^i— y^^ (n^'o^ui^ 

oder wenn man durch <^v^ die Operation 

% dyß , dflß 
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bezeichnet : 

(3.) D^^^^if) = ^<^D*(/)+;^l>-V).^^-..^. 

Im Folgenden werde Ich durch y, y', ip'\ y'" die vier Ausdracke be- 
zeichnen, welche ans der Entwicklung von 

entstehen; so dass also 

Dann ist unter anderem 

(4.) r = -9)"', ^«_,^ = y'. 
Ferner bat man durch Anwendung der Operation d die Formeln: 

nnd «odann ans (4.): 

2TdT= -V = _(^cr«+-^tJ^) = -12r.y", 

also 

(6.) (JT =. -69". 

Ebenso aus der zweiten Fo!*mel (4.): 

(7.) 9J,^i., = V = 47'(x l^+A^) = 47. y, 
und durch fortgesetzte Differentiation aus (6.) 

(8.) j^r=~6V' = -24r(^.+^0=:~«''-y', 
I «j» r = - 48 (4r 9 - 69) V"). 

Setsen vir jetzt 

und bilden die Entwicblnngscoefficienten (3.). Da hienaeh df^ATr, wo r 
die Determinante r = (>il— ax bedeutet, so erkennt man sofort, dass />*(/) die 
Form hat: 

wo M^ und iVt die q, a nicht mehr enthalten. Ffihrt man diesen Ansdrack 

Jonm»! fflr MMhematik Bd. LXYIL Hdt 4. 48 
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in (3.) eio, so serfllU 4üe Recorsionsfohnel in die beiden: 

•^M-i = Ä — r^^*+ z — r-^»-» • y» 
(9.) ( 

und fftr Är = hat man 

für k=i aber 

D{f) = \df=rTy also 

if, = 0, JV, = r. 

Die Anwendung der Formeln (9.) giebt nun: 

if, = 1 Jjf,+ 3Jfiy' = it^y' = ar.y, 

und sodann aas der zweiten Gleichung (9.) mit BenntEuhg dieser Werthe:. 

iV, = i(<>Ai,+4rifa)+3JVi9)' = - V'+2ry'+ 3Ty' = -STy', 

iV« = <liV«+4rjf,+ 9iVa<p' = -Z{Td<p'-\-(p'dT)-\-^r<p-\Sq>Y = ~4r y. 

Man hat also die Darstellungen: 

D iifu-aJ) = 4rT, 

^ ■'^ ^D^(ifu-aJ) = 27'y(pi»-<y^)-3y'r((»i~a3e), 

[jri(fu-oJ) = (99"-129)9)")((»i»-<T-^)-4r*y(<»i-ox).. 

Ich werde jetzt zweitens die Formel (3.) auf die Function ^=7* anwendea. 
In diesem Falle ist 

daher, weiter nach (3.): 

D'iT) = \{Td<p'-^<p'dT)-\-\fp'dT=-T(p, 
D*(T) = -iT<p dT- 39»" T = AT(p<p"- 3^" T, 

^ =-12^"»+9y'»9)"-2ryv', 

I>"(r) = -24yy"V'+99)'' V'+18yV" V— *yy' TdT-2Tipd(p' 

= - 8r y»+ 27y'* r- 36y9>v' r. 
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▼erscliiedeneii aus u, J, T entspringenden Fennen erhfilt man, 
indem man vnnftchst diese Furietlonen fiftr die Variabein o^i+^M^+cjfi bildet 
und nach Potenzen von e entwiclcelt. Die hiedurch entstehenden Reihen seien: 

(12.) }j+4eJt'^+ei^J^^^+4€'J^^>']-€'J^^\ 

I T+ßer'}:+ibe'T^^+ 20e* rw+15«*2^*>+6**r*>+€«r^«^ 

Betrachtet man irgend welche der hier auftretenden Glieder als Functionen 
der jf allein, indem man die x constant denkt, und bildet irgend eine simultane 
InväiifMite desselben, so wird dieselbe mit Rflcksicht auf die x eine aus u^ 
T und J hervorgehende CoYariante, resp. Invariante. 

Aber die Glieder der Reihen (12.) gehen durch die linearen Substi- 
tntfoiiaft (1.), deren Determinante gleich T ist, in die Functionen 

(13.) D^*>(fi), D^{J), D<'>{T) 

der Vatfab ein x, l aber. Man erhält daher die in Rede stehenden Farmen, 
indem mim die betreflenden einmltanen Invarianten für die AuedrUcke (130 
bildet, fAd durch eine enJeprechende Patenss van T dieidirt. 

Da die Coefficienten der Formen (13.) bereits Functionen von m, J, T 
sind, so erbfilt man auf diese Weise die gesuchten Formen direct durch u, 
j^ T ausgedrilckt 

Die flK>naeh. a assufahrenden Frocesse sind Bildungen von Invarianten 
der Ausdrflcke (lOJ^ (H.) in Bezug auf x, k. Diese Ausdrucke sind Com 
Wnationeü der drei Functionen von x, X, welche durch q>, tp\ y" beseichnet 
wurdeQ. Um die Invariantenbildungen zu erleichtem, werde ich nun zunftchst 
diese Formen fthnlich umgestalten, wie es soeben mit den Ausdrflcken (13.) 
geschehen ist. 



Es sei 



(14.) f öj^ , löflTx ^M 



oder wenn man nach x^ A auflöst: 

y •* = *'"~T"gT 

48» 



376 CUb$ck, wr ükearie der binären Fennen vierten Graäet. 

In Folge dieser Gleicbimgeii hat man 

oder wenn man nach Potenzen von ^ = i}-{-e^"' entwickelt: 

= V<P"' + SS» I D (y'") + 3^1" D' i<p"') + r D» (y'") ; 

und nach Berecbnang von D (^"'), D^ (,9"')<i D' (q/") hat man aos Vergleichung 
der CoefGcienten : 

(16.) U'"\(p' = »?V"+2i?fD(y'")+rD'(y"'), 
\<p"'.<p" = »?9)"'+ID(9)"'). 
Setzt man symbolisch 

so ist 

D (y ) = iaJ+ßu) [:j-dZ — 'War)'' 

Der erste dieser AnsdrQcke verschwindet offenbar identisch. Ausserdem ist, 
wie man sofort sieht: 



/ aP* (y"0 dtff' dT>\(tfflO d<f^'\ 



= C3-*)D-»(y'")+*(«^+/?«)-(f ^-4 ^) 



flTvA^I 



^^\^\ dudJ du du' 'dl'y'^\W dir dJdu 'öTJ) 

= ,3-*,D«(."')-TtD-.(r).(T^-(^)')- 
Setzen wir also der Kürze wegen 

" ~ '^V Ott* "^^^ K'di^dTJh 

so haben wir die Recursionsformel 
n*-^irr.'^>-> - ^ /gP^y'^O a^ aD*(«y.'") ay^'N 2* D*-i,„«,, »■ 
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Daher für k=i and ^ = 2: 

D*(y"') = H.<p"', 

V i,<p ) — ä-KWSi du ~ST)' 

Und somit erhalten wir aus (16.) die Darstellangen : 
wo der Kflrze wegen 

(IS.) Ä _ i^^-^ -gjj -gjp -gj-; 

gesetzt ist. 



Da die Determinante der Substitution (14.) —'P—q>"' ist, so kann man 
die Invariantenbiidungen fttr die Systeme (10.), (11.) auch an den AnsdrOcken 
vornehmen, welche durch die Substitution (14.) aus denselben entstehen, und 
erhftlt noch immer die gesuchten Formen bis auf Potenzen von + T. Die 
Formeln (10.), (11.) aber gehen nunmehr Ober in folgende: 

(19.) I -|(,'+^|.)(p^ + a^), 

\-VD\T) = rf+dr}fH-i-Ki\ 
(20.) / T'D*(T) = rj*+6Hfn' + ^^ij-3H't, 

T'iy'iT) = j?M5i7*rJ7+20/irr»?'-45ff'^«7^-12Ä/rS*»;-(8lf +27Ä*)|"'. 

Bemerken wir flbrigens hiezu noch folgendes. Wenn man die Sub- 
stitutionen (1.) und (15.) vereinigt, so findet man 



376 CUbsck, wr Theorie der Umären Farmen ^ vierten Oradee. 

oder wenn man ffir <p'" seinen Werth — T^ setot: 

(21.) < _ „ ' I 



Die verschiedenen D''(f) sind also die Glieder der Enlwickelung nach Dimen- 
sionen von S, 1} fQr eine Function von f, welche mit den Argumenten 

geschrieben wird. Nach den Gleichungen (19.), (20.) sind also, wenn man 
wie früher durch einen oberen Strich diese Argumente andeutet, die Functionen 
(fu'—aJ* und T' durch die Eni Wickelungen dai^estellt: 

+*^(»¥+''^)K'-f)'+»»Ki-^)+«*'!> 

-45J5r ^-(l- -^) -12ÄJrr (l- |-)+(8/r+ 27Ä')r| 

Hiedurch werden die Beziehungep zwischen den Coefficienten der verschiedenen 
Gleichungen (19.), (20.) sofort verständlich. Die Gleichungen (21.) sind die-^ 
selben, von denen ausgehend Herr HermUe seine Theorie der ^^farmee aeeodiee^^ 
auf die binftren Formen vierter Ordnung angewandt hat (Bd. 52 dieaes Journals 
p. 21 folg.). Will man aber direct von ihnen ausgehend die Gleichungen 
(22.) ableiten, so ist die Kenntniss der Determinante von T erforderlich, welche 
hier durch vorherige Anwendung der Substitutionen (1.) vermieden wird. 

Die Determinante der Substitutionen (21.) ist — =-; man musa also 

die Invarianten, welche aus den Fujcitionen D^iifU'-aJ)^ D\t) (19.), (20.) 
entspringen, mit der entsprechenden Potenz von —7 multipliciren. 



Ich werde jetzt die nfichstliegenden Covarianten, welche als simultane 
Invarianten des Systems (19.), (20.) erscheinen, bilden. 
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1. Die Function 
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!_} d*T a*fn—oJ a ^T d*cu—oJ d*T d'fu-oJ > 
.3o("oi» 5»5 d9,d»t dx^dx, "^üf Sc» ♦ 



entoteUt, wenn man die entsprechende Invariante der Fnnetionen ß* {ff»—aJ\ 
D*{T) in der Form (19.), (20.) mit T mnltiplicirt; sie ist also gleich 



'^t^^T-^^^Tl = 0; 



sie Yersohwindet identisch. 
2. Die Function 



1 



d*T d*T 



/ d*T Yi 

v dx. dx. ) 1 



30.30 ( ä«J d«J \dx,dx, 

ist die Determinante von Z>'(7) (20.), mnltiplicirt mit T, also gleich H. 

Die Determmanie von T enUtekt am —-^tMu-a/t» loeim dmrm J fitr 
X, u für X getetii wird. 

3. Die Function 



1 j d*T d*Qu-cd o d*T d*9u-aJ ,q d*T d*fn—oJ d*T d*gu-oJ\ 

.120 ("SSf ~~5ij dx\dx, dx,dxl "^ dx^dx\ dx\dx,. "Säf S*J J 



24.120 



ist — T' multiplidrt mit der betreffenden Invariante von iy{T) and D*(^ 
also glMch: 

Setzt inan darin für SJT seinen Werth aus (18.), und fUr 3i7 den Ausdruck 



2H= uB.+-J^^ 



so wird dies: 



1 









dir d9>w dir d 



^J 



du 



dJ da 



^ 



dir 



dH\ 



i_ 
T* 

dH 



9 
dB 

du 



a 
dH 

dj 



« 



-j 



dfff" dtff" 
dl du 



dE\ 



4. Die Function 



-oJ 



J ( d'T d*(m—oJ . d*T d*Qu — c 

.360l"5xf dx\ dx*,dxt dx,dxl 



d*T d*(m-aJ \ 



24.360 \ dx\ dx\ ' dx^dx^ dx,dxl ' dx\ dx\ 

ist gleich 7* mnltiplicirt mit der entsprechenden simultanen Invariante von 
D*{T) und D*(^—aJ). Man erkennt aus (19.), (20.) sofort ihr Verschwinden; 
welches a priori daraus klar ist, dass dfeae Form in den x vom zweiten Grade ist. 
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5. Die Fanction 

360.360 ( dx] 'Sxl ^ dx^dx^ dx,dx\ '^^\dx]dxlJ ) 
i9t gleich 7* nmitiplicirt mit der ersten Invariante von D*{T\ also gidich 

^(-3Jr+3Jy') = 0. 

Es ist dieses die fundamentale Covariante vierter Ordnung der Function 
sechster Ordnung T, und ihr Verschwinden für dieselbe charakteristisch. Yergl. 
Ctebsch und Gordan, Annali di matematica ser. II. tomo I. pag. 78. 

6. Die Invariante 

720.720 V'Sif dxl ^dx\dx^ dx.dxy^^ dx^.dx] dx]dxl ^^^Sx^S^y l 

ist gleich T^ multiplicirl mit der entsprechenden Invariante von B^{T\ 
also gleich 

Nun ist nach der Theorie der hinSren cubischen Formen 

wo R die Discriminanle der cubischen Form ^'" bezeichnet. Man hat also hier 



also 



^ = i^(«"'-27y'), 



K^j^AW = -4|l(i»_27/), 



12 

daher wird endlich die gesuchte Invariante gleich 

Yergl. HermUey Bd. 52 dieses Journals, p. 36. Dieses ist die einzige In- 
variante von T. Da fflr T die fundamentale Covariante vierter Ordnung ver- 
schwindet, so sind alle flbrigen Invarianten entweder Null, oder Potenzen der 
ersteren. Es ist flbrigens sehr leicht, durch die oben gegebenen Formeln 
weitere Invarianten von 7 zu berechnen, wie Oberhaupt die hier gegebenen 
Beispiele simultaner Formen von u^ J^ T beliebig zu vermehren, ohne dass 
man nöthig hat, auf die canonische Form von Uy Jy T zurückzugehen« 

Giessen, den 12. Juni 1867. 
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